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AVVERTENZA 



I due manuali di Analisi Algebrica e di Teoria 
delle Equazioni che fanno parte della collezione 
dei Manuali Hoepli presentano l' abbozzo o, direi 
quasi, l'ossatura di un Corso di Algebra comple- 
mentare pel primo anno di Matematica, nelle sue 
linee principali. In questo primo volume, nono- 
stante la ristrettezza dello spazio, si è data una 
I parte preponderante agli argomenti di pura teoria, 
come quelli riguardanti la genesi delle singole 
classi di numeri, i limiti, e quei principi sui quali, 
nel secondo volume, si potrà fondare una dimo- 
strazione rigorosa del teorema fondamentale della 
teoria delle equazioni algebriche. Onde pórre in 
piena luce la corrispondenza fra i numeri reali 
ed i segmenti, i numeri complessi ed i vettori, si 
sono premessi due capitoli in forma di preliminari, 
dei quali il resto dell'opera, puramente aritmetica, 
potrebbe anche astrarre ed i quali non vengono 
: richiamati in seguito che per maggior chiarezza 
1 e brevità di linguaggio. Solo postulato invocato 
nella parte aritmetica è questo: che due sue- 
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cessioni di numeri razionali dotale dì convenienti 
proprietà , definiscono un unico numero irra- 
zionale. 

I limiti imposti a questi volumetti hanno reso 
assai grave il compito dell'Autore; volendo con- 
ciliare restrema concisione impostagli col rigore 
indispensabile oggidì in simili materie, egli si é 
urtato a non poche né lievi difficoltà le quali per 
quanto incompletamente superate, varranno, a 
quanto egli spera, a fare considerare con indul- 
genza il presente tentativo. 
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PRELIMINARI 



A. I segìnenti. 

1. Segmenti. — Consideriamo vari segmenti 
rettilinei A J5, CD,.... contati su di una retta indefinita 
XX. Dagli elementi della Geometria sappiamo: 

a) come dati due tali segmenti ABy 
CD, si possa riconoscere se AB è uguale 
a CD, o maggiore, o minore; 

6) come si possa definire il segmento 
somma di due segmenti AB, CD, e costruirlo 
effettivamente ; 

e) come di ogni segmento dato si 
possa costruire il segmento multiplo ed il 
segmento parte aliquota secondo qualunque 
numero intero. 

W A* ABC D 

Fi?. 1. 

Ricordiamo ancora che si può, o no, tener conto 
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del senso — da sinistra a destra o da destra a 
a sinistra — in cui un segmento AB viene de- 
scritto da un punto che partendo da un estremo 
muova verso l'altro. Non tenendone conto, i seg- 
menti si considerano in grandezza assoluta) se 
invece se ne tiene conto, sappiamo: 

d) che ad un segmento si attribuisce 
il segno +0 — secondo che s'intende per- 
corso da sinistra verso destra o da destra 
verso sinistra: talché ABziz — BA\ 

e) che mediante questa convenzione 
si può in ogni caso definire il segmento 
differenza AB — CD dei due segmenti dati 
ABy CD, e dire AB maggiore o minore di 
CD secondocchè a questa differenza spetta 
il segno -f- o — . 

Converremo di potere sostituire ad un segmento 
unaltro uguale e dello stesso senso. In ciò che segue, 
potremo quindi riguardare tutti i segmenti come 
aventi un'estremità comune O — origine dei seg- 
menti. I segmenti OA, OB,.... a destra deirorigine 
(positivi) hanno segno contrario dei segmenti OA', 
OH contati a sinistra (negativi). Avendo tutti i 
segmenti un estremo comune, ognuno di essi sarà 
individuato dall'altro estremo; potremo dunque 
dire i segmenti A, B, ....A',.... invece di OA, OB,.... 
OA',,„. Volendo indicare la grandezza assoluta 
del segmento OA od A, si scriverà | OA \ od | A | . 

2. Successioni di segmenti. — Abbiasi una 
successione limitata od illimitata di segmenti i 
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quali, con legge qualsiasi, si seguono in ordine 
determinato : 

^iy ^tt -^3» '*'A^,.„. 

e che per brevità denoteremo con (A„); il numero 
n si dirà indice o numero d'ordine del segmento A«. 

a) Quando nessun segmento della suc- 
cessione è maggiore di uno A^ di essi, si 
dice che la successione ammette il massimo 
A^\ quando nessun segmento della succes- 
sione è minore di uno di essi Aq, si dice 
che essa ammette il minimo A^, 

b) Un segmento S tale che nessun 
segmento della successione sia maggiore di 
S e che, preso un segmento S' inferiore ad 
S per tanto poco quanto si vuole, vi siano 
sempre nella {A^ segmenti maggiori di S', 
si dirà limite superiore della successione; 
un segmento / tale che nessun segmento 
della {A^ sia minore di /, ma che preso / 
maggiore di / per tanto poco quanto si vuole, 
vi siano sempre nella (A^) segmenti minori 
di /', si dirà limite inferiore. 

e) Quando per ogni segmento M, preso 
grande a piacere a destra di O, sì può tro- 
vare un segmento della (A^) maggiore di Af, 
si dice che il limite superiore della successione 



6 Algebra complementare. 

è -h oo; quando per ogni segmento M' pre 
grande a piacere a sinistra di O si può tro- 
vare nella {A^ un segmento pure a sinistra 
di O e maggiore di M' in grandezza asso- 
luta, si dice che il limite inferiore della suc- 
cessione è — 00 . 

d) Se la [A^ ha la proprietà che preso 
M grande a piacere, si può trovare in essa 
un segmento A^ tale che esso e quelli che 
lo seguono An + i, ^4n + 2,.... siano tutti. a de- 
stra di O e tatti maggiori di M, si dice che 
la (An) ha per limite + oo o tende a-i- oo. 
Se si può trovare un segmento A^ tale che 
esso e quelli che lo seguono siano tutti a 
sinistra di O e tutti maggiori di M in gran- 
dezza assoluta, si dice che la {A^) ha per 
limite — 00. 

e) Quando la {A^) ha la proprietà che, 
preso un segmento E piccolo a piacere in 
grandezza assoluta, si può trovare in essa un 
segmento A^ tale che esso e tutti quelli che 
lo seguono An + i, An-h2,.--- siano in gran- 
dezza assoluta minori di | £* | , si dice che 
la Aj, tende a zero od ha per limite ::ero. 

f) Quando esiste un segmento L tale 
che la nuova successione 



JLd "^■~ ^T. 1 , J—^ ^^~ » lo ••••• -l—J """" -< JL 



n V 



PrehminarL 



tenda a :sero, si dice che la (4„) ammette il 
limite L o che essa tende al limite L. 

3. Osservazioni. — Dalle definizioni precedenti 
risultano immediatamente, o con semplici ragio- 
namenti che il lettore potrà facilmente comple- 
tare, le seguenti osservazioni : 

a) Se la (AJ animette un massimo 
(minimo) questo è nel tempo stesso limite 
superiore (inferiore); se il limite superiore 
(inferiore) è uno dei segmenti della succes- 
sione, esso si può dire massimo (minimo). 

b) Quando una successione tende a 
-h 00, 4- 00 è il suo limite superiore; ma 
non reciprocamente. 

e) Quando una successione {A^ tende 
ad un limite L, essa non può tendere ad 
un limite diverso L'; difatti sia L "> L e 
si prenda E minore della metà di L — L\ 
si dovrà, per definizione, potere prendere n 
tale che sia ad un tempo 



\L-AA <E, \L'-AA <£, 

il che è manifestamente assurdo. 

d) Quando una successione (AJ tende 
al limite L, essa può essere composta di 
segmenti tutti minori (anche uguali) ad L, 
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o tutti maggiori (od uguali) ad L, o in parti 
maggiore ed in parte minori. Nel primo cas( 
L è anche limite superiore (massimo); xa 
secondo è anche limite inferiore (minimo) 
nel terzo, L non è né limite superiore ni 
limite inferiore. 

4. Postulato di Dedekind. 

a) Si abbiano le due successioni d 
segmenti (A„) e (B^), soddisfacenti alle se 
guenti condizioni: 

1.° I segmenti della prima succession 
vanno crescendo (o almeno non decrescendo 
quelli della seconda vanno decrescendo ( 
almeno non crescendo). 

2.^ Un segmento qualunque della prim 
è minore di uno qualunque della seconda, 

3.° La successione delle differenza 
{B^ — A^ tende a* zero. 

Sotto queste ipotesi, si ammette come pò 
statato l'esistenza di un unico segmento C 
maggiore di tutti quelli della prima e mi- 
nore di tutti quelli della seconda successione. 

b) Da ciò, e dalle definizioni del § 3, risulta 
immediatamente che tanto Tuna che Taltra suc- 
cessione tendono al limite C; che inoltre C è li- 
mite superiore della prima e limite inferiore della 
seconda. 
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e) Al postulato a) si può anche dare la se- 
guente forma: 

Se infiniti segmenti A^ B^, A^ B^,... A^ J5„,... 
sono tali che ognuno di essi sia compreso 
nei precedenti e che la loro successione 
tenda a zero, esiste un punto C ed uno solo 
compreso ad un tempo in tutti i segmenti. 

5. Conseguenze. 

a) Una successione di segmenti am- 
mette sempre un limite superiore. 

Infatti: se questo limite non è Tinfinito, si può as- 
segnare un segmento OM tanto grande che a 
destra di M non cada alcuno dei punti A^, Ag,.— 
Ab,.- Dividiamo il segmento A^M in due parti 
uguali in Afi ottenendo cosi i due segmenti 
AjAfi, M^M, e teniamo conto di quello dei due in 
cui cade qualche punto An, e se ne cadono in 
ambedue, teniamo conto di quello che si trova 
più a destra: sia per es. A^Afi. Dividiamo poi 









ò 


Al Mg Jfi 

Fig. 2. 


M 



A^M^ in due parti uguali in Mg e teniamo conto di 
quello più a destra dei due segmenti A^M^, M^M^^ 
in cui cade qualche punto An: sia per es. M^M^^. 
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Cosi continuando, si costruisce la successione di 
segmenti A^M, A^M^, M^M^y,., la quale soddisfa 
alle condizioni del § 4, e) ; esiste dunque un punto 
C compreso in tutti essi segmenti. Il segmento OC^ 
per la sua costruzione, soddisfa evidentemente 
alla definizione (§ 2, b) di limite superiore dei 
segmenti An. 

Analoga dimostrazione per resistenza del limite 
inferiore. 

b) Quando entro un segmento AB 
cade un sistema, comunque definito, di in- 
finiti punti P^y P^y.,. P^.,.., esiste sempre 
almeno un punto Q tale che presi da una 
parte e dall'altra Q i segmenti QH, QK pic- 
coli a piacere, entro il segmento HK cadono 
infiniti punti del sistema P^. Questo punto Q 
dicesi punto limite o punto derivato del si- 
stema di punti P^. 

Si divida infatti AB in due parti uguali in Af; 
si consideri quello dei due segmenti AM, MB in 
cui cadono infiniti punti Pn] se in tutti e due, se 
ne consideri uno ad arbitrio, per es. quello più 
a sinistra: sia AM. Dividendo AM in due parti 
uguali in Mi, si consideri quello più a sinistra 
dei due segmenti AM^, M^M in cui cadono infi- 
niti punti Pi,: sia per es. M^M; si divida poi M^M 
in due parti uguali, ecc. Si viene cosi a costruire 
la successione di segmenti AB, AM, M^M,.... che 
soddisfa alle condizioni del § 4, e); esiste dunque 
un punto Q compreso entro tutti i segmenti e che 
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gode della proprietà che defiaisce il punto de- 
rivato dei punti Pn. 

6. Osservazioni, a) Data la successione (A„), 
se i punti Ai, Ag,.— -'^nv— hanno un solo punto 
derivato 0, la successione dei segmenti 0A„ ann- 
mette il limite OQ, (§ 2, f). Se invece vi è più di 
un punto derivato, la successione non ammette 
alcun limite. 

6) Se i segmenti della successione vanno co- 
stantemente crescendo, la successione tende al li- 
mite + oc», oppure essa tende ad un limite L che è 
altresì il limite superiore. Analoga osservazione se 
i segmenti della successione vanno decrescendo. 

e) Se la successione (An) ammette un limite 
OL a destra di O, da un indice M in avanti tutte 
le An cadono a destra di O; se essa ammette un 
limite OU a sinistra di O, da un indice in avanti 
tutte le An cadono a sinistra di O. Se dunque, 
per grande che sia T indice n, si trovano in (An) 
segmenti tanto a destra che a sinistra di O e se 
la (An) ammette un limite, questo non può essere 
; che lo zero (§ 2, e). 
I 7. Condizione d' esistenza del limite. 

Condizione necessaria e sufficiente affinchè 
; una successione di segmenti ammetta un li- 
mite, è che preso un segmento E piccolo a 
piacere in grandezza assoluta, si possa tro- 
vare un segmento A^ tale che la differenza 
fra esso ed uno qualunque dei successivi 
-^n + r sia in grandezza assoluta minore 
di \E\. 
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a) Questa condizione é necessaria: infatti, 
se la successione ammette il limite L, portando 

da una parte e dall' altra di L il segmento — E 

in LH ed LKy esiste un segmento OAn tale che 
esso e tutti i successivi hanno i loro estremi An, 
An+i,.-. entro HK(§2yf) donde risulta che la 
condizione enunciata è soddisfatta. 

b) La condizione é anche sufficiente. Preso 
infatti dapprima per E un segmento RS co- 
munque piccolo, si può trovare per ipotesi un 
segmento An pel quale la condizione è soddisfatta: 
cioè portando a destra e a sinistra del punto Ao 
il segmento RS in A^K ee Au//, tutti gli estremi 
An+i, An+2,.— cadranno entro HK. Preso poi 

1 
per E il segmento — RS, esisterà un segmento 

An' (n' > n) pel quale la condizione è soddisfatta: 






X K'Aji^'S 



Flg. 3. 



cioè, portando a destra e a sinistra del punto An' 

1 
il segmento — RS in An' H' ed An'/iT', tutti gli 

estremi An'+i, An' + 2,.— cadranno entro H^K. 
È da notare che non imporla tenere' conto di 
quella parte di H^K^ che eventualmente sconfi- 
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1 
nasse da HK, Preso poi per E il segmento — RS 

4 

esiste un segmento An" {n" ^ n') per il quale 
la condizione è soddisfatta, ed analogamente si 
costruisce il segmento H"K" entro cui cadono gli 
estremi An"-|-!, An"-h2,.... e cosi via. Ora i seg- 
menti HK, H'K\ H"A'V- costituiscono una suc- 
cessione soddisfacente alle condizioni del § 4, e): 
esiste dunque un unico punto L contenuto entro 
tutti 1 segmenti, e per la definizione (§ 2, /), OL 
sarà il limite cui tende la successione. 

e) La condizione, verificata per un indice n, 
è verificata manifestamente per ogni indice suc- 
cessivo. 



B. I VeUori. 



8. Vettori. — Consideriamo diversi segmenti ret- 
tilinei finiti AB, CD,.... comunque disposti in un piano 
euclideo tt. Oltre alla grandezza assoluta di questi 
segmenti, la quale si indicherà ancora con | AB \ , 
I CD I ,.... ed al senso (positivo o negativo) in cui 
i segmenti slessi vengono descritti da un punto 
che partendo da un estremo muova verso l'altro^ 
si può anche riguardare la loro direzione come 
elemento necessario della loro determinazione. 

Un segmento finito del piano w individuato dalla 
sua grandezza, dalla sua direzione nel piano e 
dal senso in cui si imagina descritto, prende il 
nome di vettore. 

Due vettori uguali sono due segmenti ret- 
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tilinei uguali, paralleli e descritti nel me- 
desimo senso. 

Per ogni punto si può condurre un vettore 
uguale ad uno dato, ed uno solo. Si può quindi 
f^ostituire ad ogni vettore del piano « un altro 
uguale condotto per un punto fisso O del piano 
stesso; il punto O si dirà punto origine. 

9. Somme e differenze dei vettori. 

a) Dati due vettori AB, CD, se ni 
seguito del primo si conduce un vettore BH 
uguale al secondo, il vettore ottenuto con- 
giungendo AH dicesi somma dei due vettori 
AB, CD, e si scrive AH=AB+CD. 




Dato un terzo vettore EF, se al seguito di AH 
si conduce un vettore HK uguale ad £'F, il vettore 
AK si dirà somma dei tre vettori AB, CD, EF\ 
cosi per quattro o più vettori. Si scorge immedia- 
tamente come per la somma dei vettori cosi de- 
finita valgano le note leggi commutativa ed asso- 
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dativa, espresse rispettivamente da 

AB-^-CD—CD + AB, 
A B -^ (CD + EF) zn {AB -{- CD)-hEF, 

Si confronti la definizione della somma dei vet- 
tori colla nota regola per la composizione delle 
forze concorrenti. 

6) Dati due vettori, AJ5, CD, se al seguito 
del primo AB si conduce un segmento uguale, 
parallelo a CD e di senso contrario BH', il vet- 
tore ottenuto congiungendo AH' si dirà differenza 
dei due vettori AB, CD e si scriverà A// zz: AB— CD, 
A legittimare questa definizione basta osservare 
che si ha AB = AH' -i- H'B = AH' -{- CD. 

e) Si dicono contrari due vettori uguali in 
grandezza assoluta e paralleli, ma descritti in 
senso contrario. Se uno di essi è AB, l'altro sarà 
— AB e la loro somma è nulla. 

10. Vettori con origine comune. — a) Dato a 
;lutti i vettori l'estremo comune O (origine), ogni 
vettore sarà individuato dall'estremo non comune 
'e si potrà dire i vettori A, B,,... invece di OA, 
GB,.... Ad ogni punto del piano tt corrisponde un 
vettore ed uno solo, e reciprocamente: al punto 
O corrisponde il vettore zero. 

b) Dati i due vettori OA, OB, il vettore 
somma di OA, OB condotto per Torigine è rappre- 
sentato dalla diagonale OC del parallelogrammo 
costruito su OA, OB. Il vettore AB rappresenta 
la differenza OA — OB, 

e) Per l'origine O si facciano passare due 
Fette XX, yy fra loro perpendicolari (assi). Ogni 
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vettore OA si potrà riguardare, ed in un sol mode 
come somma di due vettori OP^ OQ, l'uno di reti 
secondo xx, Taltro secondo yy. 




Vìa. 5. 



d) Se OA = OP-hOQ, OB=iOP^+OQi 
si fa la somma OC dei vettori OA, OB, conside-j 
razioni geometriche semplicissime permettono 
concludere che 



dove 



OC—OP. + OQ. 



OPi = OP-hOPi, O0z=OQ-hOQi. 



e) Dai triangoli OAC, OAB risull 
che la grandezza assoluta della sonnma 
due vettori non è maggiore della sommi 
delle grandezze assolute dei vettori; la grai 
dezza assoluta della differenza di due vettoi 
non è minore della differenza delle gran^ 
dezze assolute dei vettori stessi. 
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11. Successioni di vettori. — Abbiasi nel piano 
-n una successione illimitata (An) di vettori A^, 
Ag,.... i4n,.-- che si seguono con legge qualsiasi 
in un ordine determinato, ed aventi l'origine co- 
mune in O. 

a) Quando, descritto un cerchio di 
e di raggio E piccolo a piacere, si può 
trovare nella successione un vettore tale che 
iper esso e per tutti quelli che Io seguono, 
ir estremo A^ cada entro il detto cerchio, si 
[dice che la successione {A^ tende a zero. 
' 6) Quando esiste un punto L tale che 

[descritto un cerchio di centro L e di rag- 
gio E piccolo a piacere, entro questo cer- 
chio, per quanto piccolo, cade sempre l'estre- 
mo A^ di qualche vettore della successione 
(oltre ad L), il punto L si dice punto limite 
lo punto derivato per la successione. 

e) Se invece esiste un vettore tale che 
per esso e tutti quelli che lo seguono l'estremo 
A^ cade entro il detto cerchio, si dice che 
la successione ammette per limite il vettore 
OL o tende al limite OL, 

d) Quando, descritto un cerchio di 

centro O e di raggio grande a piacere, si 

: trova sempre nella successione qualche vettore 

1 il cui estremo A„ cada fuori del cerchio, si dice 

che l'infinito è punto derivato per la suc- 

PlNCHERLE. 2 
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cessione. S^ poi esiste un vettore tale. ci 
per esso e tutti quelli che lo seguono \ 
stremo A^^ cada fuori del cerchio, si di( 
che la successione tende alPinfinito. 

12. Lemma. 

Si abbia nel piano n una successione 
rettangoli CAB, C^A^B^, C^A^B^,.... coi li 

paralleli, ognuno di essi interno al prec( 
dente, ed i cui lati formino due successiol 
di segmenti tendenti a zero. Esiste un punì 
unico interno a tutti i rettangoli. 

Infatti^ proiettando ortogonalmente i lati Ai^ 
A2B2V— sul lato ABy si forma una successioi 
di segmenti A^Ru A^B^^v - soddisfacenti evidei 
temente alle condizioni del postulato del § 4, 
esiste dunque un unico^ punto H interno a tu! 
questi segmenti. Proiettando ortogonalmente 




A Jk,J^BÌ~B\ B 



Fig. 6. 



lati A^Ci, AiC2,"'' sul lato AC, si forma una sue 
cessione di segmenti A^'Ci", A^^Q",.... soddisfa 
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centi alle stesse condizioni; esiste dunque un 
unico punto ifif interno a questi segmenti. L'in- 
contro delle rette condotte da //, A" parallelamente 
ad ACy AB dà un punto X contenuto in tutti i 
rettangoli, ed un facile ragionamento ab absurdo 
mostra immediatamente che esso è il solo che 
goda di questa proprietà. 
13. Esistenza di un punto derivato. 

Una successione infinita di punti ammette 
almeno un punto- derivato. 

Abbiasi la successione infinita di vettori A» e 
si descriva un cerchio di centro O e di raggio M. 
Se, per grande che sia Af, qualche estremo A„ cade 
fuori del cerchio, T infinito (§ 11, d) è punto deri- 
vato. Se fuori del cerchio non cade alcun punto 
I A„, si circoscriva alla circonferenza un quadrato 
che si divida in quattro parti uguali mediante le 
parallele condotte dal centro ai lati. Si tenga conto 
di quello (o di uno di quelli) fra questi quadrati, 
(compreso il perimetro) in cui cadono infiniti punti 
i An. Si divida questo quadrato in quattro quadrati 
i per mezzo delle parallele ai lati e si tenga conto 
j di quello (o di uno di quelli) in cui cadono infiniti 
' punti i4u e cosi via. Si viene cosi a costruire una 
successione di rettangoli nelle condizioni del lem- 
; ma del § precedente: esiste dunque un punto X 
contenuto in tutti, il quale è manifestamente (§ 11, 6) 
un punto derivato per la successione An. 
14. Condizione d'esistenza del limite. 

! Condizione necessaria e sufficiente affinchè 
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una successione (OA^) di vettori ammetta ui 
vettore limite, è che preso un segmento 
piccolo a piacere in valore assoluto, si poss; 
trovare un vettore A^ tale che la differenzi 
fra esso ed uno qualunque dei successivi 
sia in grandezza assoluta minore di E. 



La condizione è necessaria: infatti, se la sue* 
cessione ammette il vettore limite OL, descrivendi 

il cerchio di centro L e di raggio —E, esiste ui 

vettore OA^ tale che il suo estremo An e tutti 
successivi An + i, An+2,." cadono entro queste 
cerchio (§11, e). La grandezza assoluta del seg^ 
mento An An-fr sarà dunque minore del diametn 
E del cerchio. 

La condizione é sufficiente. Preso infatti dap- 
prima un raggio E, esiste un vettore OA^ pel 
quale la condizione | An + r — An | <C £" è soddi- 
sfatta; cioè, descritto il cerchio di centro An 
raggio E, ì punti An +t,An +2,.... cadranno tutti 
entro questo cerchio ed a fortiorl entro il qua- 
drato circoscritto. Preso poi il raggio — £", esiste un' 

vettore An' per il quale la condizione é soddisfatta: 
lutti gli estremi An'-f 1, A./4.2,.-.- cadono entro il 

cerchio di centro An' e di raggio —E e quindi 

entro il quadrato circoscritto coi lati paralleli al 
quadrato precedente: non tenendo conto della 
parte del secondo quadrato che eventualmenlBi 
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esorbitasse dal primo. Si prenda poi il raggio 

— £", e cosi via. Si ottiene in questo modo una 

successione di rettangoli cui è applicabile il lem- 
ma del § 12; in quésti è dunque contenuto' un 
unico punto ^ ed il vettore O^é, per definizione, 
ìil limite della successione (OAn). 



CAPITOLO I. 
I numeri interi. 

15. Numeri interi. — a) A fondamento della 
aritmetica sta la classe dei numeri interi. 

(1) 0, 1, 2, 3, .... 

e Taddizione di questi numeri, operazione a risul- 
tato unico soddisfacente alle due leggi formali'. 
legge commutativa^ espressa da 

a + 6 z=ih-\-a 

ed associativa, espressa da 

a + ('ò + e) =: a 4- ^ + e. 

b) Dair addizione ha origine la moltiplica- 
zione, operazione pure a risultato unico, ottenuto 
addizionando a addendi uguali a 6 e che si indica 
con ab. Questo risultato soddisfa alle leggi for- 
mali: commutativa, associativa, distributiva, ri- 
spettivamente rappresentate da 

♦ 
ab :=: 6a, a (bc) = abc, (a -{- b) e = ac -{- bc, 

ed alla legge di annullamento del prodotto, che 
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dà come condizione necessaria e sufficiente dello 
annullarsi di un prodotto T annullarsi di uno dei 
I suoi fattori. L* innalzamento a potenza intera a" 
[non è altro che la moltiplicazione di m fattori 
ì uguali ad a\ la sua legge fondamentale è 

a^a^ -^la^-^- ". 

e) A queste operazioni dirette si collegano 
le operazioni inverse di sottrazione, ricerca del 
Inumerò a? {differenza) tale che a + 3? = 6, il cui 
i risultato viene espresso dal simbolo ò — a, e di 
I divisione, ricerca del numero x [quoziente) tale 
!che axmby ed il cui risultato viene espresso dal 

I b 

! simbolo —. Ma mentre il risultato dell'addizione e 
a 

della moltiplicazione di numeri della classe (1) si 

trova sempre nella classe stessa, non è cosi del 

risultato delle operazioni inverse: ad esempio 

nella classe (1) non v'è alcun numero che risponda 

41 
lal simbolo 7 — 10 od al simbolo — . Quando esiste 

nella classe <1) il numero x tale che a-f-a?rz6, 
si dice che b é maggiore di a e si scrive h> a 
oJ a < 6; ónde da e ^ 6, 6 > a segue (?>• a. 

Quando esiste il numero x tale che axznb^ si 
dice b è divisibile per a o è multiplo di <i, o che 
a divide ò o è divisore di b. 
^ 16. Ricordo di principi d' aritmetica. — Am- 
I mettiamo che il lettore conosca i prìncipi fonda- 
; mentali delT aritmetica razionale elementare, fra 
j i quali- richiameremo in particolar modo i noti 
I teoremi sulla divisibilità : ricordando specialmente 
i che 
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a) Quando 6 non è divisibile per a, 
si può, estendendo il concetto della divisione, 
trovare il massimo multiplo qa dì a conte- 
nuto in 6; la differenza fra 6 e questo mul- 
tiplo è il resto della divisione di 6 per a; il 
numero q si dice quoziente intero della di- 
visione di b per n^ e si indica con jF f — j. 

6) Dati due o più numeri, esistono e 
si sanno trovare il loro massimo comun di- 
visore ed il loro minimo comune multiplo; 
in particolare, due o più numeri possono avere 
1 per m. e. d., cioè essere primi fra loro. 

e) I numeri si dividono in primi e non 
primi; questi ultimi si possono porre, ed in 
un sol modo, sotto forma di prodotto di fat- 
tori primi. 

d) Se un numero divide un prodotto 
di due fattori ed è primo con uno dei fat- 
tori, esso divide necessariamente l'altro. 

17. Congruenze. — Due numeri a, b si dicono 
congrui fra loro rispetto ad un terzo e, quando 
divisi per e danno lo stesso resto; si scrive a^b 
(mod. e) e si legge « a congruo a b rispetto al 
modulo e.» La scrittura precedente equivale ad 
az=:hc-\-r, bz=ike-\-r, 

a) Se aEb (mod. e), segue senz'altro 
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f , 

k 
I 

dalla definizione che a — 6 (ovvero b — a) 
I è divisibile per e e si scrive a — bEo (mod. e); 

e reciprocamente. 

6) Due numeri congrui ad un terzo 
; sono congrui fra loro (rispetto ad uno stesso 
i modulo). 
■ e) Aggiungendo ad ambo i membri 

di una congruenza uno stesso numero, i ri- 
; risultati "^sono ancora congrui. 

d) Due congruenze rispetto allo stesso 
' modulo, sommate o sottrate membro a mem- 
I bro a membro, danno una nuova congruenza 

rispetto a quel modulo. 

è) Moltiplicando ambo i membri di 

una congruenza per uno stesso numero, i 

risultati sono ancora congrui. 

/) Due congruenze rispetto allo stesso 

modulo, moltiplicate membro a membro, 
[ danno una nuova congruenza rispetto a quel 
I modulo. 

[ Poiché se a E 6, a' E b' (mod. e), si ha a = 6 -f- ke, 
a':=:b'-{-k'e, onde moltiplicando viene aa'=bb''\-k"c. 
Le note prove per 9 e per 11 della moltiplicazione 
noa sono che un'applicazione di questo teorema. 

I g) Quando i due membri di una con- 

I gruenza sono divisibili per uno stesso nu- 
mero il quale sia primo col modulo, divi- 
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dendo ambo i membri per questo numen 
si ottiene una nuova congruenza rispetto all< 
stesso modulo. 

Se infatti a^h (mod. e), con a = da\ b = db' e] 
d primo con b, ne viene d (a' — 6') z= Ac, onde Are 
è divisibile per d: ma rf è primo con e, onde di-! 
vide k (§ 16, d) ossia kzndk. Da cui a' — 6' = /:'<?. 
ossia a*^b* (mod. e). 

18. Sistema completo di numeri non con-i 
grui. — Tutti i numeri della classe (1) sono con- 
grui, rispetto al modulo e, ad uno dei numeri 
0, 1,2, .... e— 1. Presi e numeri interi tali che due 
di essi non siano congrui rispetto a e, si dice che 
essi formano un sistema completo di numeri non\ 
congrui) tali sono appunto 0^ i, 2, .... e — 1. 

a) In ogni progressione aritmetica di 
ragione a prima con e, e termini consecutivi 
formano un sistema completo di numeri non, 
congrui rispetto al modulo e. 

Cioè, presi due termini nella progressione 

(2) m, m-\-a, m-\-2 a, .... m-\-{c^i)a^ 

due di essi non possono essere congrui rispetto ■] 
al modulo e. Se infatti fossero congrui m + Ad, 
m-{-ka, dove è h<k<Zc, la differenza (k^h)a 
sarebbe divisibile per e: ma e è primo con a, 
onde dovrebbe dividere k^h^ contro Tipotesi che 
k^ h e Si fortiori /e — /i sono minori di e. 
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6) Fra i numeri (2), uno ed uno solo 
dà quindi il resto o. 

e) Continuando la progressione dopo 
il c*'^^ termine, i resti si ri presentano perio- 
dicamente nello stesso ordine. 

d) Essendo a primo con e, i numeri 

(3) a, 2ay 3a,.... (e — 1) a 

danno, alFinfuori dell'ordine, i resti 1, 2, 3,.... 
e — 1. In particolare di questi numeri uno 
ed uno solo, dà per resto 1. 

19. Congruenza di primo grado. — Dati i nu- 
meri m,a,e, questi due ultimi primi fra loro, si 
chiede di trovare un numero x tale che sia m-i-ax 
divisibile per e o, in altre parole, di risolvere la 
congruenza di primo grado ad una incognita 

(4) m-\-axE:0 (mod. e) 

Per il § 18, b) dando ad x ì valori 0, 1, 2 .... e — J , 
uno di essi a ed uno solo soddisfarà alla con- 
gruenza (4): perciò la soluzione si trova con c — i 
tentativi al più. Oltre al solo numero a cosi tro- 
vato fra o e e — 1 che risponde alla questione, vi 
rispondono tutti quelli della forma a + /cc, costi- 
tuenti una progressione aritmetica di ragione e. 

20. Equazione di Diofante. — a) Al problema 
precedente si può dare un'altra forma: esso si 
può far consistere nella ricerca di due numeri 
«, y, soddisfacenti all'equazione : 

(5) e y '-' a X :=: m. 
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b) Qui si nota che se a, e, m hanno un 
massimo comune divisore, si possono dividere per 
esso i due membri della equazione; supponendo 
dunque a, e, m primi fra loro, se a, e hanno 
un divisore comune rf, la equazione non è possi- 
bile poiché d dividendo a e e dividerebbe ey, ax, 
quindi cy — ax ossia m, contro il supposto. 

e) Si suppongono dunque a, e primi fra loro: 
allora la equazione equivale ad aa?-|-mEo(mod.c) 
e si trova x come è detto al § 19; trovato a?, il 
quoziente della divisione à\ax-\-m per e dà y. L'e- 
quazione (5) equivale anche Sicy — m^o (mod. a) : 
questa è più opportuna della precedente, perché 
si risolve con un minor numero di tentativi, nel 
caso di e > a. 

d) Trovata una coppia di valori a?=a, y=:^ 
soddisfacenti alla (5), esistono altre coppie di so- 
luzioni a', fi'? Essendo 

cP — aa =: m, cp' — aa' rz m , 

ne viene e (p' — fi) = a (a' — a): onde e divide 
a (a' — a) ed essendo primo con a, dividea' — a: 
si può scrivere a — a =z kc^ onde p' — P = ka. 

Ogni coppia di soluzioni della (5) é dunque della 
forma a? = a + /ce, y=z^-{-ka', reciprocamente si 
verifica subito che ogni coppia di valori di questa 
forma soddisfa alla (5). 

21. Numeri inferiori a e e primi con esso. ^ 
Dato un numero e, fra i numeri minori possiamo 
distinguere quelli primi con esso: indichiamoli 
con 6i, 62, 63, ....; fra i quali si comprende Pu- 
nita. 
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a) Se a è primo con e, i numeri 
aòi, «62, ab^,..„ sono congrui, all' infuori 
dell'ordine, ai numeri 64, 6.^, òa,.--- 

Infatti, sia aò^ =: /ce + r ; r è inferiore a e, e se 
ree avessero un divisore primo comune /), que- 
sto, essendo primo con a, dovrebbe dividere ò^, 
I contro l'ipotesi. Inoltre, due prodotti aò^, aòg, non 
f possono evidentemente essere congrui ad uno 
; stesso numero b, perchè sarebbero congrui fra 
I loro rispetto al modulo e, il che conduce ad un 
i assurdo. 

j 6) Si suole indicare con <p (e) il nu- 

I mero dei numeri primi con e ed inferiori 
! ad esso. Essendo e, e' due numeri primi fra 
loro, si ha y (e), y (e') == y {ec'). 

! 

Infatti, sia <j/ (e) il numero dei numeri fra 1 e e 
che hanno qualche fattor comune con e; sarà 
c=zflp(c) + 'nc); analogamente & = -^ (e') -\- '\i {&) , 
ce' = cp (ce') + •! (ce'). Onde : 



c& 



(e) cp {e') +^{e)^ (cO + cp (e') He) 4- ^ (e) | (e'). 

I Ora, i ^ {ed) numeri che hanno qualche fattor co- 

I mune con ed sono tali: o da avere qualche fattore 

I comune col solo e, ed allora sono il prodotto di uno 

idi quei <Kc) numeri per uno dei cp(c') numeri 

primi con e' (fra i quali è anche T unità); da 

avere qualche fattore comune col solo e' ed essi 

sono in numero di <L(c')cp(c); o infine da avere 

qualche fattor comune coir uno e coir altro, e 

L 
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questi sono in numero di '| (e) '1 (e'). Onde segue 
9 (ce') = cp (e) cp (e'), e. d. d. 

e) Per un numero primo />, ti>(p)=ip — 1. 
Per la potenza p^ di un numero primo, cp(p>)=: 
pt ^pa— 1^ poiché fra i /)* numeri i, 2, ..../>» , vi 
sono i /)«— i numeri p, 2/), ....p*— ip che hanno 
un fattor comune con p\ Onde: 

cp(p») = p^^-^(p~l). 

Da ciò, e dal b) risulta che se c=zpi'*ip2*'2p3«3.... 
essendo p^, pj, pg, .... fattori primi, sarà 

?(c)=pi«l-lp2*2-^P3"3-l....(pi— l)(p8— l)(p3— 1).... 

22. Teorema di Fermat. 

Essendo p un numero primo ed a primo 
con p, è a^^^El (mod. p). 

Scrivendo che i numeri a, 2a, 3a, .... (p — i) fl 
sono congrui alTinfuori dell'ordine ad 1, 2, 3, .... 
p — 1 rispetto al modulo p, si hanno p — 1 con- 
gruenze che, moltiplicate membro a membro, 
(§ 17, e) danno 

1.2.3.... l)(p — aP~^ = 1.2.3.... (p — 1) (mo±p). 

Dividendo ambo i membri di questa congraenaa 
per 1, 2, .... p — 1, primi col modulo (§ 17, g), viene 
^ p — 1 ^ I (mod. p), e. d. rf. 

23. Teorema di Fermat generalizzato. 

Essendo a e e due numeri primi fra loro, 
si ha a ^ (^) E 1 (mod. e). 
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Infatti, siano 1, 6,, b^y.^.b-o (e) i numeri inTeriori a e 
e primi con esso, e scriviamo (§ 21, a) che i numeri 
0, aòg, a^3, .... aò^ (e) sono, all'infuori dell'ordine, 
i congrui ad 1, 6j, .,..fr; (e). Moltiplicando membro 
ì a membro le congruenze cosi scritte, si avrà 

1. òj. b^.,„ b^ ^^. a* ^^' E !• ^e- ^3 •••• ^v) (e) (mod. e), 

e dividendo ambo i membri per ^2> ^a?» •• ^. (e) 

! primi col modulo, si ottiene a^^*^^El (mod. e) 

I e. d. d. 

24. Teorema di Wilson — a) Essendo e un 
numero intero, il prodotto 1. 2. 3....C si chiama fat- 
toriale dì e e si indica con ci 

6) Essendo p un numero primo ed a < p, 
condizione necessaria e sufficiente affinchè sia 
a*El (mod. p) è che sia a~ 1 od azzjo — 1. La 
condizione è manifestamente sufficiente; essa è 
anche necessaria, poiché se 

a2 — 1 = (a — t) (a + 1) E (mod. p) 

e se non è aznl, il prodotto non può esser divi- 
sibile per p altro che se Io é a + 1, onde 
« = /)— 1. 

e) Se a è uno qualunque dei numeri 2,3.... 
p— 2, esiste sempre fra questi un numero a, il quale 
I é unico e diverso da a, tale che a« E 1 (mod. p) : ciò 
I risulta immediatamente dair osservazione prece- 
; (lente e dal § 18, d. Onde i numeri 2,3,..../) — 2 si 

I /)— 3 
I possono scrivere associandoli a due a due in 

congruenze della forma aa E 1 (mod. p), senza 

L 
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che alcuno di essi numeri venga ommesso 
scritto due volte. 

Moltiplicando membro a membro queste coi 
gruenze, ed ordinando i fattori nel primo mei 
bro, viene 

2. 3 (p — 2) E 1 (mod. p\ 

e rtioltiplicando ambo i membri per p — i, si hi 

(/) — 1)! E />~l(mod.p), ossia (/}—!)! + 1 = (mod. />) 

d) La formola precedente esprime il teoremi 
di Wilson. Questo teorema dà una proprietà caraU 
teristica dei numeri primi: se infatti e non è primi 
non può essere (e — 1)! -|- 1 E o (mod. e), poiché ui 
divisore di e dividerebbe la somma (e — 1!) + ! 
la prima parte di essa (e — 1!), e dovrebbe quind( 
dividere l'altra parte 1, il che è assurdo. 
25. Teorema. 

Il prodotto di n numeri consecutivi è di- 
visibile per n ! 

A dimostrare ciò, cerchiamo prima quante voli 
il prodotto n ! contenga un fattore primo p <Zn> 
Evidentemente fra i numeri 1,2, ..../i si trovano 



numeri 



i p, 2p, 3/), .... £■ ( — j p, (§ 16, a) ; onde il fattori 



p entra intanto in n ! alla potenza ^^ ( "" )• Dividendi 
questi numeri per py ì quozienti 1, 2, 3,.... £"( — ) con- 
terranno ancora/) se è E'J—j^ p, e dividendo pei 



r 
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/) si avranno i quozienti 1, 2, .... £"( — - V e cosi via. 
Onde n\ conterrà il fattore p alla potenza E\—\ 

-\-eI — ^ 1-4-.... jFJf — ;r ), essendo p' la massima 

I potenza di p contenuta in n. 

Ciò posto, quanti numeri divisibili per p vi sono 

in m, m + 1, m -h 2, ....m + n — 1 ? La risposta 

:non varia se a questi numeri se ne sostituiscono 

altri congrui ad essi rispetto a p; si può dunque 

supporre m <Cp, ed allora si vede subito che i 

multipli di p che si trovano nella successione m, 

m-{-i, m + 2, .... m-\-n — ì sono quelli stessi della 

successione 1, 2, 3, ... n, od uno di più. Onde nel 

prodotto m (m -f- 1) .... (m + n — 1) ogni numero 

I primo p entra con esponente uguale o maggiore 

a quello con cui entra in n!, epperciò quel pro- 

I dotto è divisibile per n! 
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CAPITOLO IL 



I numeri reali. 



26. Necessità di estendere il campo dei ni 
meri. — Si è già notato al § 15 che mentre 
risultato deiraddizione e della moltiplicazione 
due o più numeri della classe 



(1) 



Uj 1) ^y Of Ttji.». 



esiste sempre in questa classe medesima, si dani 
frequenti casi in cui non vi si trova il risultai 
della sottrazione e della divisione. NelTalternati^ 
di dichiarare impossibili in tali casi queste open 
zioni, di cercarne il risultato in classi di numei 
più estese della (1), si sceglie l'ultimo partito: e p< 
primi s'introducono neiraritmetica i numeri dell 
frazionari e negativi, come viene brevemente ii 
dicato nei seguenti paragrafi. 

27. Numeri frazionari. — a) I numeri delli 
classe (1) sono tutti formati colfunità 1 (astraiti 
od innominata). Con qualsivoglia segno e (unità 
sostituito ad essa possiamo formare la nuovi 
classe di enti, corrispondenti uno per uno ai ni 
meri della classe (1): 



(2) 



0, t, 2i, 3t, 4c,.... 
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love 



tonde segue 



«« -I- 1 — (a 4- 1) «, 



èie + 6t rz (a -f- b) e. 

b) Si definisca ora l'unità e^ (unità frazio- 
laria di denominatore a o parte aliquota a"'»"» 
ielfunità principale 1 mediante la condizione che 

ai^ = 1 C), onde (§ 15, ò), i^ = -. 

a 

h) Con ognuna di queste unità si può for- 
lare la nuova classe di numeri (frazionari di 
[enominatore a): 



(3) 



111 1 

_ 2 _ ^ — h 

a a a a 



jd essendo, per semplice conseguenza delle leggi 
fondamentali dell'addizione: 

a ( 6. — ) 3z aò. — = b.a. — ~b 
\ a/ a a 

ne viene che il numero b.— risponde alla defini- 

a 

b 

■xione del simbolo — . Onde i numeri cosi introdotti 
>- a 

rendono possibile ogni divisione di due numeri 

della classe (1) (*). 



(*) Qualunque sia il numero M, a essendo un numero 
della classe (I), la scrittura aM od a.M significa a volte M. 

(2) Escludendosi sempre, perchè tenuta ferma la legge 
d*annullamento del prodotto, la divisione con divisore a 
nullo. 
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e) Essendo 



1 1 

ah. — — =: a.h. — - = 1, 
ah ab 



ne viene 



* ah a' 



e da ciò la trasformazione dei numeri frazionai 
colle sue applicazioni alla loro riduzione a pi 
semplice espressione o ad un denominatore c< 
mune nonché al confronto, alla somma ed ali 
sottrazione di essi numeri. 

28. Numeri negativi. — a) Si definisce ui 
nuova unità 1' (unità negativa) mediante la poi 
zione 14-1' = 0. 

h) Con questa unità si forma la nuova clasi 
di numeri (interi negativi). 



(4) 



X. I <&•!. • 0>1 %•••• Cv 1 ••••* 



e della definizione di 1' e delle leggi dell'addi 
zione, si ha 

a + a.l'rzO; 

segue da ciò la possibilità di ogni sottrazione a — 
di due numeri a, 6 della classe (1): si ha infaU 
se 6 = a + c: 

h 4- ci' — a-\-e-{- ci' =: a, 

ossia (§ 15, e) 

a — òzzcl'. 
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Il simbolo delia sottrazione autorizza quindi a 
scrivere — 1, — a e per brevità —1, —a in 
luogo di 1', a.i'. Per la definizione stessa della 
sottrazione si ha allora — (— a) =: a. 

e) Definendo Tunità frazionaria negativa di 
denominatore a dalla condizione che 

1 
questa sarà tale che i\-\ — = e si potrà pertanto 

a 

1 ò 

indicare con . Cosi hi\ si potrà scrivere , 

a a 

Donde i numeri frazionari negativi colle regole 

per la loro addizione e sottrazione. 

d) Ad ogni numero a delle classi (1) e (3) 
{positivo o di segno +) corrisponde il numero — a 
{negativo o di segno — ). Per entrambi a si dice 
valore assoluto. Indicando indistintamente con a 
un numero positivo o negativo, il suo valore as- 
soluto si denota con \ a\. 

e) Essendo a, b, e numeri positivi o nega- 
tivi, si dirà a >> 6 se la differenza a — ò è posi- 
tiva, a < b se a — 6 è negativa; ne segue che 
se a >> 6, 6 ^ e, sarà a :> e. 

29. La moltiplicazione in generale. 

a) Con moltiplicazione di più numeri 
(fattori) di una data classe s' intende una 

; operazione il cui risultato (prodotto) soddisfi 
alle leggi commutativa, associativa, distri- 

! butiva {leggi formali) e di annullamento del 
prodotto. Il supporre valide queste leggi basta, 
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insieme alla definizione delle unità deli 
classe, a definire il prodotto di esse unitàl 
e da questo, mediante la legge distributivi 
si ricava il prodotto di due numeri qua- 
lunque della classe. 

ò) Applicando la precedente definizione 
numeri frazionari si trova che se d'una parie si hi 

d'altra parte la legge distributiva dà 

(-4) ('4)=-C4). 



onde si conclude 



1 1 
a' b 



ab 



e si è cosi ottenuto il prodotto di due unità fra^ 
zionarie. Da ciò e dalla applicazione delle dette 
leggi, segue 

a b^\' a) \ b/~ \a' b/~~ ab' 

e) Applicando lo stesso concetto ai numeri 
negativi, si ha 
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mentre per la legge distributiva 

ab a\ 6 / 
onde si conclude 

a\ bj ab 

Ne segue, per la legge commutativa 

\ a) b ab' 

e per io stesso ragionamento applicato alla se- 
guente moltiplicazione : 



S! deduce 



\ 'a) \ 'bJ ^ oò ' 



Da ciò la regola dei segni per il prodotto di 
due o più numeri interi o frazionari, positivi o 
negativi. 

30. La divisione in generale. 

Con divisione del numero 6 per il niinnero 
à s'intende ima operazione il cui risultato 
moltiplicato per a riproduca 6. 
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a 

Questo risultato sì indica ancora con — . 



Dalla legge d'annullamento del prodotto segue 
che il risultato della divisione è unico se il divi- 
sore a è diverso da zero ; se poi il divisore è zero, 
il risultato della divisione è indeterminato quando 
6 sia pure uguale a zero, non esiste se ò è di- 
verso da zero. 

Le note regole per la divisione dei numeri fra- 
zionari e negativi, sulle quali ci sembra superfluo 
insistere, risultano immediatamente in forza della 
definizione precedente da quelle per la moltipli- 
cazione. 

31. Numeri razionali. — I numeri fin qui in- 
trodotti — interi e frazionari, positivi e negativi — 
costituiscono Vìnsieme dei numeri razionali. Le 
operazioni fondamentali di addizione, sottrazione, 
moltiplicazione e divisione eseguite sopra numeri 
di questo insieme, conducono sempre a numeri 
deirinsieme stesso e si dicono perciò operazioni 
razionali. Vedremo però al Gap. V come si diano 
problemi la cui soluzione non si trova nella classe 
dei numeri razionali, presentandoci di nuovo Tal- 
ternativa di dichiarare tali problemi impossibili o 
di cercarne la soluzione in un insieme più largo 
di numeri. A costituire un primo insieme più 
esteso, concorrono coi numeri razionali quelli 
detti irrazionali, che ora definiremo. 

32. Successioni di numeri razionali. — Le 
definizioni date al § 2 per le successioni di seg- 
menti si possono ripetere, parola per parola, per 
le successione di numeri razionali, col solo mu- 
tamento della parola segmento in numero razìo- 
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naie, della grandezza assoluta in calore assoluto 
e delle espressioni a destra o a sinistra di in 
quelle di numero razionale positivo o negativo. 
Per una successione 

(An) ossia a^j a^t cL^y ■ oiny... 

di numeri razionali intenderemo dunque come 
definiti senz'altro i concetti di massimo, minimo, 
limite superiore ed inferiore e potremo dire, 
usando i termini del detto § coi cambiamenti in- 
dicati, in quale caso la successione ha per limite 
! superiore + oo, in quale essa tende a =t oc, a zero, 
I ammette per limite un numero razionale l. Cogli 
i stessi mutamenti di vocaboli si applicano senz'altro 
alle successioni di numeri razionali le osserva- 
zioni fatte al § 3 per le successioni di segmenti. 
33. Numeri irrazionali. 

a) Abbiansi due successioni di nu- 
meri razionali (aj e (6^), tali 

V che i numeri della prima siano cre- 
scenti, e quelli della seconda decrescenti; 

2* che un numero qualunque della se- 
conda sia maggiore di uno qualunque della 
ì prima ; 

' 3** che la successione delle differenze 
^a — «n tenda a zero. 

I 6) Sotto queste ipotesi può talvolta avvenire 

; che esista un numero razionale e maggiore di 
lutti i numeri an e minori di tutti i ò-: ne fornisce 
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un esempio il numero — per le successioni 

0,7 0,77 0,777.. . e 0,8 0,78 0,778.... 

Questo numero razionale e, se esiste, è in forza 
delle precedenti ipotesi limite superiore per i nu-j 
meri flu ed inferiore per i ò,; esso è inoltre il; 
limite cui tendono ambedue le successioni ; esso 
si dirà perciò loro limite comune. Se esiste, essoi 
è unico ed è positivo purché uno degli a„ sia! 
positivo, negativo purché uno dei 6« sia negativo.! 
È zero se tutti gli a^ sono negativi e tutti i b^ po-| 
sitivi (Gfr. § 6, e). 

e) Può avvenire però che date due succes-j 
sioni di numeri razionali colle proprietà enun-! 
ciato ad a), non esista un tal numero razionale e. 
Ad esempio, indicando con a^, aj, a^, .. cifre deci- 
mali da ad 8, che si succedono in modo da non| 
offrire mai un periodo, per le successioni in cui 

aii=::0, a^ «2.... «n e Òn=l0^ aj aj.... («n-f-l) 

sono soddisfatte le tre condizioni precedenti, mentre 
è facile dimostrare che non può esistere il numero 
razionale e maggiore di tutti gli a„ e minore di 
tutti i 6n, poiché se esìstesse i numeri «n dovreb-i 
boro offrire un periodo nelle loro cifre. Or bene,i 
d) ogniqualvolta, date due successioni sod- 
disfacenti alle tre condizioni enunciate ad a), noa 
esisterà un numero razionale maggiore di tutti 
gli a» e minore di tutti i 6», si dirà che esiste un 
numero 7 di una nuova classe {numero irraziO' 
naie) ed uno solo, che si definisce come maggiore 
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di tutti gli am e minore di tutti i bn Questo nu- 
mero si dirà pure limite comune delle due suc- 

I cessioni di numeri razionali an, òu. 

e) Il numerò 7 sarà positivo quando uno 

I degli an sia positivo, negativo quando uno dei 60 sia 

1 negativo. Perciò, potendosi nella successione (an) 
o (6n) fare astrazione di alcuni numeri in prin- 
cipio della successione, quando 7 è positivo gli 
an e òo si possono ritenere tutti positivi; quando 
7 è negativo, gli a« e ba si possono ritenere tutti 

; negativi. 

/)-J numeri razionali e grirrazionali costi- 
tuiscono ,nel loro insieme la classe dei numeri 

I reali. 

34. Uguaglianza e disuguaglianza. — a) Sia 7 

! un numero irrazionale limite comune delle suc- 
cessioni (an), (6n). Non esistendo un numero razio- 

) naie maggiore di tutti gli an e minore di tutti 

; i òn, ogni numero razionale h sarà: o minore di 
qualche an e si potrà introdurre nella successione 
Qn'. esso si dirà quindi minore di 7; o maggiore di 
qualche òn e si potrà introdurre nella succes- 
sione b^: esso si dirà maggiore di 7. Ogni numero 
razionale 7 viene dunque a dividere l'insieme dei 
numeri razionali in due sezioni: quella dei nu- 
meri maggiori di 7 e quelle dei numeri minori. 
Da ciò: 

6) Due numeri 7, 7' si diranno uguali quando 
ogni numero razionale minore di 7 è minore di 7' 
ed ogni numero razionale maggiore di 7 è mag- 
giore di 7'. Di due numeri 7, 7' non uguali si dirà 
7 > 7' se esiste un numero razionale minore di 
7 e maggiore di 7'. 
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e) Indicando ora indistintamente con a, b, e 
numeri razionali od irrazionali, le definizioni pre- 
cedenti permettono di concludere 

azze se a = 6, 6 = e; a>e se a ==*' ò. ò > e 

35. Operazioni sui numeri irrazionali. — Il 

numero 7 sia definito come limite comune delle 
successioni (a»), (6n); il numero 7' sia definito 
come limite comune delle successioni («'„), (ò'n): 
ferme le condizioni del § 33, a). 

a) Le successioni a^ + a'^, b^-+-b\ 
soddisfano, come si verifica subito, alle stesse 
condizioni ed hanno per conseguenza un limite 
comune a. Esso si dirà somma di 7 e 7' e si 
indicherà con y + y' : questa definizione è 
giustificata dall'essere 

7 + / = / + 7,7 + (/ + 7") = (7 + /)H-/'. 

b) Le successioni a„ — ò'n, bn — a\ soddi- 
sfanno alle stesse condizioni ed hanno pertanto 
un limite comune 6. La somma 7' -|- é definita 
come limite comune delle successioni 

a'n + an — ò'n, &'n + 6n — a'n , ossia 

an — (6'n — a'n), 6n + (6'n — a'n). 

Ma ogni numero razionale h minore di questo 
limite comune è minore di una cfu — {b\ — a'n) e 
quindi di una au\ ogni numero razionale maggiore 
di questo limite comune è maggiore di una 6n + 
(ò'n— a'n) e quindi di una b^\ onde (§ 34, 6) questo 
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limite sarà uguale a -^ : si ha dunque y + 6 =: 7 
ossia 6 = 7 — 7'. 

Le successioni a^ — 6'^, 6^ — a\ defini- 
scono dunque la differenza y — 7'. 

Ad ogni numero irrazionale positivo 7 definito 
dalle successioni di numeri razionali positivi do, 6n, 
corrisponde il numero negativo —7, definito dalle 
successioni — an, — 6n ; 7 è il valore assoluto di 
entrambi. 

e) Se una delle a^ — b\ è positiva, esiste un 
numero minore di 7 e maggiore di 7', perciò 
(§34,6) 7 sarà > 7': corrispondentemente (§33, e) 
7-7' è positiva. Analogamente se una delle 6n - an è 
negativa, si ha 7' >- 7 e corrispondentemente 7 — 7' 
è negativa. Infine, se tutte le «0 — 6',, sono nega- 
tive e le 60 — a'„ positive, ogni numero razionale 
minore di 7 é minore delle b\ e quindi di 7'; ogni 
numero maggiore di 7 è maggiore delle a'a e 
quindi di 7' onde (§ 34, ò) sarà 7 = 7' e corrispon- 
dentemente (§ 33, 6), 7 — 7' = 0. 

Onde le definizioni del § 28, e) sono ap- 
plicabili ai numeri irrazionali. 

d) Abbiansi le successioni di numeri razio- 
nali tutti positivi (a n ), (6 n ) che definiscono il limite 
comune 7 e le successioni analoghe (a'J, (6'n) che 
definiscono il limite comune 7'. Le successioni 
(^nO, (^n^'n) Soddisfanno alle due prime condi- 
zioni del § 33, a) ed anche alla terza, ove si 
osservi che 
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Se gli «In, bn sono positivi, le o'n, ò'n negativa 
le successioni (a'^òn), (an^'n) soddisfanno alle ti 
condizioni. Se gli «n, bn sono negativi, gli a'^, 6'^ p< 
sitivi, vi soddisfanno le successioni (a^ò^J, (bj^a'j^) 
se infine 767' sono negativi, vi soddisfanno li 

successioni (ÒaÒ'n), (fln^'n)- 

In ognuno dei quattro casi menzionati resi 
definito un numero come limite comiin 
delle rispettive successioni. Per il numer 
cosi costruito mediante 7 e y' risultand 
inoltre evidentemente soddisfatte le tre leg, 
commutativa, associativa e distributiva, qu 
sto numero si dirà prodotto di y per y', 
resta in tal modo definita la moltiplicazion 
(§ 29) dei numeri irrazionali. Le regole date 
mostrano inoltre che vale anche qui la re- 
gola dei segni, e che è conservata la legge di 
annullamento del prodotto. Definito il pro- 
dotto di due o più fattori, resta anche defi- 
nita r innalzamento a potenza m^^"^^ {ni in- j 
tero positivo) di un numero irrazionale. 

e) Essendo 7 e 7' positivi, si verifica subito 

a b 
che le successioni dei numeri -7^, — ^ soddisfano 

alle due prime condizioni del § 33, a), e non 
essendo zero 7', anche alla terza. Perciò esse 
definiscono come loro limite comune un numero x- 

Formando ora le successioni dei numeri -— ^ a' 

„ 
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-^ ò'a, queste (§ 35, d) definiscono il numero 7'x' 
d'altra parte ogni numero minore di una ° è 

^ n 

^ minore di a^, ogni numero maggiore di una 
-1-^ é maggiore di 6^, onde (§ 34) segue A = 7> 

! . , T 

Cioè X = - 

ì 

Con ciò resta definita la divisione per i 
numeri irrazionali. 

Si lasciano al lettore le facili modificazioni nei 
casi in cui non ambedue i numeri 7, 7' sono po- 
sitivi. 

/) Dai due §§ precedenti risulta che sulle 
disuguaglianze fra numeri irrazionali sono lecite 
quelle stesse operazioni che si possono eseguire 
sulle disuguaglianze fra numeri razionali; cosi 
esse si possono sommare membro a membro, e 
moltiplicare membro a membro S9 i membri sono 
positivi. Infatti, se a > ò, e > d, ciò vuol dire 
che a — &, e — ci e quindi (essendo a,b,c,d po- 
sitivi) ae — bc, bc^bd sono positivi: onde lo è 
anche ac-- bd, 

36. Corrispondenza dei numeri reali e dei 
segmenti. — Consideriamo come nel Gap. I, la 
retta indefinita osx e su di essa i segmenti rettilinei 
OA, OBy... contati a partire dall'origine O (fìg. 1). 

Preso il segmento OA come unità e fattogli 
corrispondere il numero 1, un secondo segmento 
potrà essere commensurabile, o no, con OA. 

L 
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Nel primo caso, OB contenga p volte la g"»«** 

parte di OA. Gli faremo corrispondere il numei'O 

p 
razionale — se OB è contato nello stesso senso 

fi 
di OA, il numero— — se è contato in senso con- 

trarlo. Questo numero razionale si dirà misura 
del segmento OB. Ogni segmento commensurabile 
con OA ha dunque per misura un numero re- < 
zionale ed uno solo: vice versa ogni numero ra- 
zionale è misura di un segmento e di uno solo 
contato da O. Al segmento maggiore corrisponde 
il numero maggiore; al segmento somma o dif- 
ferenza di altri due corrisponde il numero somma 
o differenza dei numeri corrispondenti. 

Nel secondo caso, in cui OB è incommensu- j 
rabile con OA, si prenda una successione di nu- 
meri interi crescenti, per es., q, (/*, 9^.... q^,-- e 

si determinano i due segmenti — OA, -^— — OA 

q- q- 

commensurabili con OA fra i quali è com- 
preso OB (*). Le successioni di numeri razionali 

^ " soddisfanno alle condizioni del § 33, a) 



.a ' yva 



9 9 

e definiscono perciò un numero (irrazionale): 
questo si farà corrispondere, come misura, al 
segmento OB, Vice versa, dato un numero irra- 
zionale 7 definito con limite comune delle suc- 
cessioni (aj, (6n) di numeri razionali, a queste 
corrisponderanno le successioni di segmenti OAa, 



(1) Euclide, lib. V, def. IV. 
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OB^ soddisfacenti alle condizioni del postulato di 
Dedekind (§ 4) ed esisterà un segmento ed uno 
solo maggiore di tutti gli OAn e minore di tutti 
gli OBn: questo avrà per misura il numero 7. 
Onde ad ogni segmento contato da O corrisponde 
come misura un numero reale ed uno solo, e 
vice versa. Il segmento maggiore ha per misura 
il numero maggiore; il segmento somma o dif- 
ferenza di altri due ha per misura il numero 
somma o differenza dei due numeri corrispon- 
denti. 



PrNrURRT R. 

L 



CAPITOLO m. 



I numeri complessi. 



37. Numeri complessi. — Vedremo al Gap. V 
come si diano problemi la cui soluzione non 
esiste nel campo dei numeri reali e che danno 
quindi nuovamente ludgo airalternativa di re- 
spingerli come impossibili o di cercarne la solu- 
zione in un insieme di numeri più esteso. 

Abbiamo già detto al § 27 come con qualsi- 
voglia segno i {unità i) sostituito all'unità inncK 
minata 1 si possa formare la classe di numeri 

ì/y £lVy Óvf 4v.>.*> 

corrispondenti ad uno ad uno ai numeri 1, 2, 
3, ^ ,.... ; dove ai -|- 1 = (a + 1) i, onde segue \ 

ai 4- bi =: (a -j- 6) e. 

Generalizzando, si può ai vari numeri a, 6,... 
deirinsieme dei numeri reali, far corrispondere i| 
numeri ai, hiy .. riferiti alla unità i, ferma sempre] 
l'equivalenza di ai-^-hi ad {a-\-h)i. 

Si possono poi considerare aggregati formati 
con due unità di nome diverso, come ai-i-bj. 
questi si diranno numeri complessi. In quest 
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senso è un numero complesso il numero frazio- 
nario 4+3. —+ —, aggregato di parti formate 
5 7 

1 1 
colle unità 4, — , — . I numeri complessi si pos- 
sono pensare di due specie: quelli che per essere 
uguali richiedono la uguaglianza delle singole 
parti formate colle diverse unità, e quelli che 
non richiedono tale uguaglianza. Alla seconda 
specie appartengono i numeri frazionari, essendo 

11.1 1 

per esempio: 4 + 3. — 4- 5. — = 1 -f- 8. — -f- 19. — . 

Considereremo nunneri connplessi della pri- 
ma specie, costituiti da due numeri: l'uno 
formato coH'unità innominata 1 (parte reale); 
l'altro (parte immaginaria) formato con una 
seconda unità che verrà indicata con i e si 
dirà unità immaginaria. Il numero si scri- 
verà a + bi. 

I L' uguaglianza a + 6i =ii a' -+ Wi richiede 
dunque come condizioni necessarie e suffi- 

I cienti le uguaglianze aziza\bz=: b\ Ne viene 
che a + bizi-o equivale ad a:rzo, bzzzo. 

Il numero complesso a-{-bi si riduce ad un 
numero reale se bzzio, ad un numero immagi- 
nario se a=zo. 

Un numero bi si dirà immaginario positivo se 
è positivo b, negativo se 6 è negativo; |6| ne sarà 
1 il valore assoluto. 



[ 
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38. Operazioni. 

a) Addizione. Somma di due numeri 
complessi a-hbi, a' + b'i è il nuovo nu- 
mero complesso a-^a' + [b-\-b')i. Questa 
definizione è legittimata dall'essere eviden- 
temente soddisfatte le leggi commutativa ed 
associativa e dal ridursi come caso partico- 
lare alla addizione dei numeri reali, se 
6=:o, 6'=:o. 

6) Sottrazione, La sottrazione essendo 
definita come a § 15 risulta, con verifica im- 
mediata, dalla regola precedente per l'addi- 
zione : 

a + bi — (a' + b'i) =z a — a' + (6 — by. 

e) Moltiplicazione. Per il § 18, la mol- 
tiplicazione è definita dalle sue leggi formali 
purché si conosca il significato della molti- 
plicazione delle unità. Ora si ha già 

1 1 =:1, 1.1 = 1.1 = 1; 

vi aggiungeremo il prodotto i . i, facendo joer 
definizione 

i.i:=: — 1. 

Onde coU'applicazione delle leggi formali, 

{a -f- bì) {a' + b'i)^=zaa' + ab'i + ba'i + bUii 
— aa' — bb' + {ab' + ba') i. 
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Da questa segue immediatamente il modo di 
i formare il prodotto di tre o più fattori. 

d) Divisione. Il quoziente della divi- 
i sione di a + bi per a' + b'i sia il numero 
complesso x + yi. Si avrà per la defini- 
■ zione (§ 15, 6) 

[a' + b'i) {x + yi) 
=: a'x — b'y + {b'x 4- a'y)i zma + bi 

jonde (§ 37) 

I a'x — b'y =1= a, b'x + ay zzz b, 

|e da queste (*) 

aa' + 66' 6a' — ab' 



^ a'* + 6'^' ^ a'* + 6' 



2 



' La divisione di due numeri complessi è 
dunque sempre possibile, fuori del caso di 
a' =: o, 6' nn o, cioè del divisore zero. 

39. Osservazioni. — a) Dall'essere i.i = i^ zi: 
— 1, risulta 

V — — ^^" I' « t — ^— 1 • V — t • • • • • 

essendo n un numero intero. 



l 



(1) Manuale d' Algebra Elementarey IV* ediz. pag. 127, 
Milano, U. Hoepli. 
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b) Due numeri complessi a + òe, a-^bi chi 

hanno uguale parte reale e le parti immaginari! 

uguali e di segno contrario si dicono coniugati 

La loro somma è un numero reale, 2a; il lori 

prodotto è un numero reale e positivo, a* + 6*. i{ 

e) Il quoziente dei due numeri complessi a + 6j 

a 6 ., 
a' + b'i è reale se ba' — ab' r= o, cioè se — = -; . | 

40. Modulo ed argomento. -— a) Il numero 

pzi:v^a*+6* (valore positivo od aritmetico ' del 
radicale) (*) si dice modulo o calore assoluto del 
numero complesso a-\-bi. Se a o 6 sono zero, 
questa definizione riconduce a quelle del valore 
assoluto di un numero reale (§§ 28, d e 35, 6) od 
immaginario (§ 37). Se un numero complesso si 
rappresenta con x, il suo modulo viene indicato 

con \x\. 

a b 

b) Fatto cos e = — , sen e =z — , («) queste for- 

P P 

mole danno per 6 infiniti valori differenti fra di loro 

per multipli di 2ir e di cui uno solo {argomento 

positivo minimo) é compreso fra o e 2ir; Q viene 

detto argomento di a-{-bi. I numeri reali hanno 

per argomento positivo minimo o se positivi, ^ 

se negativi; grimmaginari — se positivi, — se 
negativi. 



(1) Per resistenza e runicità di questo valore aritmetico 
V. più avanti i §§ 48 e 49, indipendenti dal presente capi- 
tolo. 

(2) Manuale di Geometria metrica e TrìQonometricLt 
III* ediz. pag. 106. Milano, U. Hoepli. 
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e) Il numero complesso a+bi si può dunque 
scrivere nella forma p (cos 6+ i sen 0), detta /or/w a 
trigonometrica. 

Condizione necessaria e sufficiente affinchè due 
numeri complessi scritti in forma trigonometrica 
siano uguali, è che abbiano uguali i moduli, e 
gli argomenti differenti per un multiplo di 2k. 

d) Il modulo di una somma non è 
maggiore delia somma dei moduli. 

Siano infatti i due numeri complessi a + hiy 
a' + b'i. Essendo 

/ a b\ 

a«ò'« -f- 6«a'« ^ 2aa'bb' | l'uguaglianza se - z= - 1 

\ a' ò'y 

i aggiungendo ad ambo i membri a^a*^ 4- 6*6'* ed 
j estraendo la radice quadrata (positiva), viene 



v/(a« + b^) (a'« + 6'«) > aa' + bb\ 

Moltiplicando per 2, aggiungendo ad ambo i 
membri a« + 6* + a'* 4- b'^ ed estraendo la radice 
quadrata (positiva): 



\/a« + 6« 4- \/a'* + 6'* > \/(a + a')« + (64- 6')*. 

Si noti che il modulo della somma di due nu- 
meri è uguale alla somma dei moduli quando il 
quoziente dei due numeri è reale, e solo in quel 
caso. 

é) Consegue dal teorema precedente 
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che il modulo di una differenza non è nni^ 
nore della differenza dei moduli. 

/) Il modulo di un prodotto è uguaL 
al prodotto dei moduli, l'argomento ali; 
somma degli argomenti. 

Scrivendo infatti i due numeri complessi a-i- bi 
a'-\-b'i nella forma trigonometrica o (cos 6 
i sen 8), p' (cos 6' + i sen 6') e moltiplicando- colle 
regole date, si ottiene con una facile riduzione 
il prodotto 

pp' [cos (6 + 6') + i sen (e + 6')]. 

g) Questa proposizione si estende ad un 
prodotto di tre o più fattori, e per più fattori 
uguali si ha la forinola di Moivre. > 

[p (cos 8 + r sen 8)] ™ r= p " (cos m 8 -f- i sen m ft). 

Che il modulo di un prodotto sia uguale ai pro- 
dotto dei moduli si verifica anche dalla identità 



\/a2-|-6« >ya'^-^b'^—\/{aa'^bb'f-\-{ab'-{-ba'^). \ 

h) Segue immediatamente da /) che 
il modulo di un quoziente è uguale al quo- 
ziente dei moduli, l'argomento alla differenza 
degli argomenti. 

k) Abbiasi un sistema di somme e niolti- 
plicazioni da eseguire sui numeri complessi x, y, 
Zj..., e sia F{x, y, x,.„) il risultato di questo si- 
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stema di operazioni. Dai teoremi d) ed J) risulta 

F(\x\, \y\, \z\,..,.)^{F(x,y,z,..,.)\ 

41. Corrispondenza dei numeri complessi e 
dei vettori. — a) Consideriamo come al § 10, 
ogni vettore OA del piano n coll'origine in O 
come somma di due vettori OP, OQ, Tuno diretto 
secondo Tasse xx, Taltro secondo Tasse t/y (fig. 5). 
Preso il segmento OU cDme unità, possiamo 
misurare i segmenti contati da O sull'asse xx per 
mezzo dei numeri reali (§ 36). In ugual modo 
ai segmenti contati da O su ^^ si possono fare 
corrispondere i numeri immaginari, positivi da O 
verso Talto, negativi da O verso il basso; a 
quest'effetto al vettore OI contato verso Talto ed 
uguale in grandezza assoluta al segmento-unità OF 
si faccia corrispondere T unità i, e al segmento 
OQ misurato da 6 lungo yy si faccia corrispondere 
il numero bl. Ad OP corrispondendo un numero 
reale A, ad 00 un numero immaginario bi, al 
vettore OAz:zOP-{- OQ si farà corrispondere il 
numero complesso a-\-bi; inversamente dato un 
numero complesso a + bi, si potrà prendendo 
su XX il segmento OP misurato da a e su yy il 
segmento OQ misurato da b, determinare il vet- 
tore corrispondente. Onde segue che : 

Ad ogni vettore di origine o del piano tu 
corrisponde un numero complesso ed uno 
solo, ed inversamente; 

ed anche, poiché il vettore è individuato dai suo 
punto estremo: 
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Ad ogni punto del piano tt corrisponde 
un numero complesso ed uno solo, ed in- 
versamente. 

b) Dati due vettori OA, OB ed i numeri 
complessi corrispondenti a-f-6/, a' + 67, alla 
somma dei due vettori (§ 9) corrisponde in forza 
deirosservazione del § 10, rf), la somma a-i-a'-^- 
(6 -f- 60 i dei due numeri complessi. 

e) Da un teorema di geometria metrica 

2 2 2 

risulta che O A — O P + O ; onde p =z v/a«+6«, 

cioè il modulo di a-j- bl misura la grandezza asso- 
luta-dei vettore corrispondente; da ciò il nome di 
valore assoluto dato al modulo. L*osservazione 
del § 10, e) serve a dimostrare in via geometrica 
i teoremi del § 40, d, e). 

d) L'angolo xOA, contato positivo nel senso 

a 
della freccia ha per coseno , pfer seno 

v/a« + b^ 
b 

, ed è quindi Targom^nto di a-\-bi. 
v/a* -f- b^ 

Nel linguaggio della geometria analitica a eft 

sono le coordinate cartesiane ortogonali, p e 6 le 

coordinate polari deirestremo A del vettore co^ 

rispondente ad a-\-bi. 

e) Il vettore OU corrisponde ad 1, i vettori 
OAy OB ad a + bi, a' -f- b'L Al prodotto dei due nu- 
meri complessi corrisponde (§ 40,/) il vettore OCpel 

quali lOClzzlOAI. IOB|, xOC = xOA-\-xOB: ne 
segue che i triangoli QUA, OBC sono simili, onde 
una regola geometrica per costruire il vettore 
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corrispondente al prodotto di due numeri com- 
plessi. Come verifica, questa regola applicata al 
prodotto i.i fa ritrovare il vettore OU' corri- 
spondente a — 1. 




Fig. 7. 

42. < Un ulteriore studio sui numeri dovrebbe 
proporsi la questione: se si debbano introdurre 
nell'Aritmetica numeri formati con più di due 
unità principali. Una tale introduzione sembra 
per ora inutile per due ragioni: prima, perché 
nello stato attuale deiranalisi non si sono enun- 
ciati problemi esprimibili con operazioni aritme- 
tiche che non abbiano per soluzione numeri 
complessi quali li abbiamo definiti ; secondo , 
perchè volendo introdurre numeri formati con 
tre o più unità distinte non si può per tali nu- 
meri definire una operazione analoga alla mol- 
tiplicazione senza abbandonare almeno in parte 
le leggi caratteristiche di questa operazione (*)• » 



i 
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(1) Saggio di una introduzione alla teoria delle fun- 
zioni analitiche secondo i principi di C. Weierstrass. Na- 
poli, Giornale di matematiche, 1380. 



CAPITOLO IV. 
IdnMU 

43. Teorema preliminare. 

Abbiansi due successioni di numeri reali 
(aj e (6J tali : 

1° che i numeri della prima vadano cre- 
scendo, quelli della seconda decrescendo; 

2"* che un numero qualunque della prima 
sia minore di uno qualunque della seconda; 

3"* che la successione delle differenze 
6„ — «n tenda a zero. 

Sotto queste ipotesi esiste sempre un nu- 
mero reale e ed uno solo maggiore di tutti 
i numeri a^ e minore di tutti i numeri 6„. 

Infatti, o i numeri a^, ò„ sono tutti razionali: 
allora V esistenza e V unicità di e risultano dal 
§ 33, 6, d). O fra questi numeri vi sono degli ir- 
razionali : allora fra due consecutivi «„ ed an 4- 1 si 
può assegnare un numero razionale An, fra due 
consecutivi b^ e 6n 4- 1 si può assegnare un nu- 
mero razionale /Cq (§ 34, ò). Le successioni ' (Aq), 
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(k^ soddisfanno alle condizioni del § 33 ed am- 
mettono quindi un limite comune e che sarà mag- 
giore di tutti gli «a e minore di tutti i t^; e sarà 
unico, perchè se ne esistesse un secondo, anche 
! questo sarebbe maggiore di tutti gli /in e minore 
di tutti i /Cn contro il § 33, d). 

44. Successioni di numeri reali. — Le defini- 
zioni indicate al § 32 per le successioni di numéV^i 
razionali (cfr. § 2) si possono ripetere parola per 
parola . per le successioni di numeri reali qua- 
lunque, col solo mutamento di numero razionale 
i in numero reale. Si possono dunque ritenere sen- 
I z'altro come definiti per le successioni di numeri 
! reali i concetti di massimo, minimo, limite supe- 
riore ed inferiore, di successione tendente a zero, 
I a + o — 00, ad un limite reale (razionale od irra- 
zionale). 
In particolare: 

a) Una successione di numeri reali (aj si 
dirà tendere al limite l quando la succes- 
sione (a^ — l) tende a zero, cioè quando 
pfeso un numero reale positivo e piccolo a 
piacere, si potrà trovare ^"nella successione 
I un numero «„ tale che per esso e per tutti 
I i successivi sia \a^ — i|<:e. 
Si scrive lim a = i. 

n — 00 

Le successioni (an) e (Òq) di cui al § 33 e al § 43 
tendono al limite e. 



I 



6) Valgono pure senz'altro le osser* 
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vazioni del § 3 ed i teoremi dei §§ 5 
6 6), 7, con. analoghe dimostrazioni, saW< 
sempre il cambiamento del parola ^segmento 
in <c numero reale », ed alcuni altri ovvi m 
tamenti che il lettore scorgerà facilmente 
avvertendo di ricorrere al teorema del § 
in luogo del postulato di Dedekind (*). In pa 
ticolare : 

6) Se una successione di numeri reali 
tende ad un limite, essa non può tendere 
ad un altro limite diverso (Cfr. § 3, e). 

d) Condizione necessaria e sufficiente 
per l'esistenza del limite in una successione 
(aj è che preso il numero reale positivo e 
piccolo a piacere, si possa trovare nella suc- 
cessione un numero a„ tale che per ogni 
numero che segue a^, per es. «n + r, sia 

Un + r — «»!<£ (Cfr. § 7). 

e) Una successione di numeri reali 
ammette un limite superiore ed un limite 
inferiore. (Cfr; § 5). 

/) Se i numeri della successione vanno 



(M Questi teoremi si potrebbero anche ritenere dimo- 
strati senz'altro in soguito alla dimostrazione fatta per i 
segmenti e alla corrispondenza (§ 36) fra segmenti e nu- 
meri completata dal teor. del § 43, ma è preferibile la 
dimostrazione diretta, che rimane nel puro campo dei nu- 
meri senza bisogno di sussidio estraneo. 
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costantemente crescendo, e la successione 
non fende a -4- oo, essa tende ad un limite 
l che è altresì il limite superiore della suc- 
cessione. Analogamente, se i numeri della 
successione vanno decrescendo e la succes- 
sione non tende a — oo, essa tende ad un 
limite che è altresì il limite inferiore. (Cfr. 
§ 6, 6). 

45. Successioni di numeri complessi; loro 
limiti. — Essendo data una successione (xj di 
numeri complessi in numero infinito e in ordine 
determinato, si possono enunciare le seguenti de- 
finizioni: 

a) Si dice che la successione (Xj,) 
tende a zero quando preso un numero reale 
I e positivo e piccolo a piacere, si può trovare 
nella successione un numero Xj, tale che il 
suo modulo e q nello dei seguenti ^n + 1, ^n + 2,. •• 
siano minori di e, e si scrive Um x^ = 0. 

6) Si dice che la successione tende 
al limite l quando la successione a?„ — / 
tende a zero; si scrive limx^z=:ly o sempli- 



n=:oo 

cemento Um x^ zzz L 



tk 



e) Si dice che la successione tende 
all'infinito quando preso un numero positivo 
m grande, a piacere si può trovare nella 
successione un numero x^ tale che il suo 



L 
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modulo e quello dei seguenti ^n+i, ^n +2,.— 
siano maggiori di m ; si scrive lim x^ = 00. 
d) Se x^^::za^'\- ib^ e le successioni 
{^n)y (bn) hanno i limiti rispettivi a e 6, il 
numero x„ tende al limite a + bizz: x. 



Infatti I a?n — a? I — \/{an — a)* + (òn — ò)*, ma 
si può prendere n tanto grande che sia | a — «n I 

e s 

< — , 16 — 6nl <!— , onde | a?n — a? | <I e. Recipro- 

camente, se Xj^^z.a^-\-ibj^ tende al limile a+òe, 
le successioni (an), (6n) hanno rispettivamente i 
limiti a e 6. 

e) La condizione necessaria e sufficiente 
per l'esistenza del limite di una successione 
di numeri qualunque (^) {x^ è espressa da 
I 5?n +r — x^ I < e. (Cfr. 44, d). La dimostra- 
zione risulta senza difficoltà dall'osservazione 
d) precedente. 

/) Se una successione a?^ ha il limite a?, 
preso un nunnero positivo e piccolo a piacere, si 
potrà trovare un indice tale che da esso in avanti 
sia I ^n I > I « I — e, ed | a?^ | < | a? | +e. 

Le definizioni e le proposizioni di questo § si 
potevano stabilire in via geometrica deducendole 
da quelle del Gap. II mediante la corrispondenza 



(1) Con « numero qualunque » si deve intendere « reale 
o complesso. » 
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posta al § 41 fra i numeri complessi ed i vettori. 
Al Lemma del § 12 si può facilmente sostituire un 
teorema relativo alle successioni di numeri com- 
plessi ; semprechè nella dimostrazione si sostitui- 
sca al postulato di Dedekind il teorema del § 43. 
46. Liiniti nelle operazioni. 

a) Il limite della somma è uguale 
alia somma dei limiti. 

Cioè se le successioni (a?^), (t/n)) (-^^n) di numeri 
qualunque hanno rispettivamente i limiti a?, ^, ^, 
la successione {x^ +^n + ^^ ha i^ limite x-\-y-\-z. 
Infatti (§ 40, d) 

preso n tale che sia 

viene 

e, d. d. 

Questo teorema vale per una somma di un nu- 
mero qualunque, purché limitato, di addendi. In 
modo analogo si dimostra che 

i 6) il limite di una differenza è uguale 

alla differenza dei limiti. 

e) Il limite di un prodotto è uguale 
[al prodotto dei limiti. 

1 PlNCHERLE. 5 
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Cioè se le successioni (a?n), (^n) hanno i limiti 
rispettivi 0?, y, la successione (a?nyn) ha il limite 
xy. Infatti: 

I xy — x^y^ I = I a? (y — i^n) + ^n (« — «n) I 
Ma da un indice n in avanti si ha 

\y — yn I <r-i — r> 1^ — «n I < 



2Ur- 2(1^14-^) 

ed anche (§ 45,/), 

\yr.\<\y\-\-K 

dove 6, /e sono numeri positivi piccoli a piacere. 
Onde I xy — x^y^ \ < g. 

Il teorema si estende immediatamente al pro- 
dotto di un numero qualunque, purché limitato, 
di fattori, e quindi ad una potenza intera. 

d) Il limite di un quoziente è uguale^ 
al quoziente dei limiti, purché il limite del 
divisore non sia zero. 



Infatti : 



X Xj^ 



y yn 



ìyyn I 



ìyn — yì 4-- -|a? — a?n I ; 



"■^^ I |lc7U e/ l'i I 

I ^i^n I I ^n I 

preso ora n abbastanza grande perchè sia, es- 
sendo k ed e due numeri positivi piccoli a piacere: 

ìyn\>ìy\-k (§45,/), 
\yn — y\< T-; — ; 
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viene 



«*? «?j| 



y yn 



«, e. d, d. 



47. Osservazioni, a) Se è lim Xj^:=zo, e da un 
indice n in avanti è | ^n I < ^ (numero positivo) 
sarà lim (x^yn) == o- 

6) Se é lim a?n = «> , e da un indice n in 
avanti | ^n I <^) sai'à /tm (a?n + 2/n) — <»; ciò ri- 
sulta dall'essere | a?n + ^a | 2! I a?a | — I ^n I • 

e) Se è lim Xa^zz 00, e da un indice n in 
avanti \ ya\ ^ K sarà Z/m (Xj^i/n) = ^^ . 

rf) Seé Zfm/^n=:o, e da un indice ti in avanti 

! é I ^'n I !> A, sarà lim — zz oo ; se è lim ^^ = oo e 

! da un indice n in avanti | a?n | <C A, sarà lim — :=: o. 

Le dimostrazioni si deducono senza difficoltà 
dalle definizioni del § 45. 

e) Se è I a? I > 1, lim a?"" = oo . Infatti si può 

n::zQo. 

scrivere, essendo a un numero positivo, | x | =:l+a; 
onde I a?** I =1 (1 + a)'', donde per la legge distribu- 
tiva |a?|">l + na: preso m grande a pia- 
cere, si può prendere n tale che per esso e tutti 
i valori maggiori sia 1 + na > m, onde (§ 45, e) 
\ lim x^z^Qo, 

/) Se è I a? I <C 1, limx'^zuo. Infatti, x si 

/IZZQO 
1 

può scrivere nella forma —, dove è 1 1/ I >1; ne 

y 

1 
viene | x"" \ = — , e (§ 47, d) lim | a?"" | =0. 

\y\ 



I 
I 



CAPITOLO V. 
Le radici. 

48. Radice aritmetica m"*"* di un numero 
positivo a è quel numero positivo x tale che- 

x^ziza\ si scrive j? = v^^^ 



La radice aritmetica m"'«'' di a, se esiste, èj 
unica : poiché se a?, y sono positivi ed è x> ^À 
è anche a?'»>-^'" (§ 35,/). 

L'intero m è detto indice della radice. 

Essendo a un numero intero , può accadere 
che a? sia pure intero: allora a^=LX*** si dice /)o- 
<e/i-3:a m"'""» perfetta. Ciò non avviene però ia; 
generale: la radice m*'»»* di a non può allora es- 
sere nemmeno un numero frazionario. Essendo <t 
un numero frazionario, può accadere che a? sia 
pure frazionario: allora riducendo a ai minimr 
termini, questi suoi termini sono potenze /n"»« 
perfette; ciò però non avviene in generale, ed 
allora x non può essere un numero razionale. 

49. Esistenza della radice aritmetica. | 

Ogni numero positivo ammette una ra- 
dice m^^^^ aritmetica ed una sola. 
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Abbiasi infatti il numero a razionale (che non 
sia potenza m"»»* di un numero razionale) od ir- 
razionale e si innalzino alla potenza m"'"* i nu- 
meri della successione tendente ali*infinito 



1 2 3 



» j/\ii> i/%n> J/^nV• 



; 10"^' 10^' 10*^' 10 

Nessuna di queste potenze m^''"< sarà uguale 

ad a, ma siccome esse formeranno pure (§ 47, e) 

una successione tendente air infinito, due conse- 

i cuti ve di esse comprenderanno a: siano queste 

\W) \ 10'^ r Ripetendo ciò per ogni va- 

j lore di n, si definiscono cosi le due successioni 
di numeri razionali 

h h. h. h. ed 

"' 10 ' 10«'"* 10^'"* 

Ai 4-1 Ag + l An + 1 

^"^ ' 10 ^ 10^ *•••• 10"^ ^ 

le quali soddisfanno evidentemente alle condizioni 
del § 33, a): esse hanno dunque un limite co- 
mune a?. Ne risulta (§ 35, d) che le successioni 

(/in \ »» (h + 1\"< 
— ^ \y ( '^ l hanno il limite coniiune a?»». 

Ma essendo a compreso fra ( — ^ j ed ( - — — \ 

ogni numero minore o maggiore di a è rispettiva- 
; mente minore o maggiore di a?»», onde (§ 34, 6) 
«w^^. Il numero irrazionale x è dunque la ra- 
dice aritmetica di a, e per il § 48, é la sola, e. d, d. 
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50. Osservazioni. — a) Se x, y sono le radi< 
aritmetiche m""»* dei numeri positivi a, ò, ed 
a < 6, sarà a? <I y; poiché se fosse x'^y x\{ 
verrebbe, innalzando a potenza m"»^, a?"*=*' y 
Onde, da a < 6, risulta per le radici aritaietichi 

6) Essendo 
ed y> Xy ne viene 



y« — a?"» > (^ — a?) m a?»» — 1 

onde, essendo ar, ^ le radici aritmetiche 7n*'"« 
di a e 6, 

6— a 



\/ò— v/a < 



r^\m — V 



m\\/ a) 

Se dunque la differenza 6 — a tende a zero, lo' 

stesso sarà della differenza \/b^ \J a\ e con ciò 
si dimostra senz'altro che 

il limite della radice aritmetica tti**'"**» è 
la radice aritmetica m^^^^ del limite, 

vale a dire che se la successione di numeri pò- 

sitivi a^ tende al limile Z, la successione* s/ a^^ 

tende a y/L 
51. Radice m"^' di un numero qualunque (^. 



(1) Manuale di Algebra Elementare^ pag. 43. 

(2) Reale o complesso. 



r_ 
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a) Con radice m'""" qualunque di un 
numero a s'intende quel numero x reale 
o complesso tale che a?°*z=:a; m si dice 
indice della radice. 

Siano r il modulo ed a Targomento di a, p il 
modulo e 6 rargomento di a?; dovrà essere (§40,g^): 

[p (cos e -I- e san 6)]»» iz: p»» (cos m6 -f- e sen md) = 

= r (cos a 4- 1 sen a) 

onde (§ 40, e) 

p'«zz:r, m6:ira + 2/ctr 

essendo k un numero intero qualunque (positivo, 
nullo o negativo). Essendo r positivo, e dovendo 
pure p essere positivo, consegue che p sarà la 

radice aritmetica m"*w'« di r; sia essa v/r; onde 
(1) -=Vr(cos(^ + '^")4- 

/ a 2/C7r\\ 

-Hi seni 1 11. 

\ m . m // 

Come si vede, Targomento 6 = 1 hain- 

m m 

finiti valori poiché /e può assumere qualunque 
valore intero, ma non corrispondono numeri com- 
plessi diversi a quei diversi valori dell'argomento 
la cui differenza è un multiplo di 2ir. Pertanto 
gli argomenti 

a 2/C7C a 2/c'ff 

e — — H , 6'zz: — H 

m m m m 
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danno o no lo stesso numero complesso x secondo 
che /e — Ar' è o no divisibile per m. In altre pa- 
role, tutti i numeri k congrui fra loro (§ 17) 
rispetto ad m danno lo stesso numero a?, mentre 
si vede subito che due numeri k, k non congrui 
rispetto ad m danno numeri x diversi. Per avere 
tutti i possibili valori diversi di x basta dunque 
dare a k valori che costituiscono un sistema 
completo di numeri non congrui ad m (§ 18); per 
es. i valori 0, 1, 2,.... m — 1. 

Ogni numero a ammette dunque m ra- 
dici m^^^^y che sono numeri complessi aventi 
per modulo comune la radice m^^^^ arit- 
metica del modulo di a, e per argomenti 
rispettivamente 
a « 271 a An ■ cf. 2(m-l)jr 



m m m^ m m' "" m m 

Riferendosi alla rappresentazione dei numeri 
complessi mediante vettori o punti di un 
piano (§ 41, a)y si può dire che le m radici 
fYisìme (Ji (i sono rappresentate dai vertici di 
un poligono regolare di m lati, inscritto nel 
cerchio avente il centro nell'origine e di 

raggio Vr. 

Per a zzo, la regola precedente ci dà le m ra- 
dici w^'»«« di un numero reale e positivo; una dì 
esse è reale e positiva (/e =: o) ed è la radice 

aritmetica \/a; se m è pari ed uguale a 2m\ ve 



t 
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n'é una reale e negativa — \/a per k=zm'. Per 
a = 7r, si hanno le radici di un numero reale e 
negativo: fra esse non vi ha radice reale che nel 
caso di m dispari, m = 2m'-|-l, per k^zm'. 
52. Radice m^'*'»^ dell'unità. 

a) Facendo a = 1, cioè r = 1, oL^nOy 
la fornnola (1) ci dà le radici m^^^^ clelVu-- 
nità che indicheremo con >?„ o anche sem- 
plicemente con )?; si ha dunque 

2fe7r . 2/nr 

Y}^ = cos h t sen — 

m m 

e diremo che questa radice appartiene airin- 
tero k. La j?^^ appartenente a fc = o è uguale 

|ad 1. 

6) Moltiplicando una qualunque x 

\ delle radici m***'"^ di un numero qualunque 
a per le m radici m**'^^ dell'unità, si otten- 
gono m numeri diversi a?)?^^, che sono le 

m radici m***'^^ di a, poiché a?"")?]^ ^zx'^zzza. 

e) Se )?,>?' sono due radici m**^^ del- 
l'unità, sarà radice m^^"^^ dell'unità il loro 
prodotto, il loro quoziente e qualunque loro 
potenza intera. Se >?, >?' appartengono agli 
interi fc, k\ il prodotto )?>?' appartiene a k-{- k\ 
il quoziente a k — fc', la potenza >?" appar- 
tiene a kn (§ 40, /, ^, h), 

[ 
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ci) Le radici m^^^^ dell'unità apparte- 
nenti a fc ed m — k sono numeri complessi 
conjugati. 

53. Radici primitive. 

a) Formando le successive potenze 
della radice m*^'"^ >? dell'unità 

(2) >7, >?*, >?^.... yT, 

si vede che >?" = 1, onde )7" + ' =z >?', cioè 
queste potenze si riproducono periodicamente 
dopo m termini. Se le potenze da >? ad ^ 
sono tutte diverse, esse ci daranno tutte ed 
m le radici m^^^^ dell'unità. Se invece due 
di esse sono uguali, rì^ = >?*" (con h<h' <,m) 
sarà y]^'^^z=zl e quindi le potenze si ripro- 
ducono periodicamente dopo h' — h termini. 
In tal caso >? sarà radice dell'unità di indice 
II' — h oltre che di indice m. 

È chiaro che, reciprocamente, se ti è radice del- 
l' unità di indice h inferiore ad m, le potenze (2) 
non sono tutte diverse. 

6) Una radice >? di cui tutte le po- 
tenze (2) sono diverse, e che per conseguenza 
non è radice dell'unità di un indice inferiore 
ad m, si dice radice primitiva; essa è detta 
non primitiva nel caso contrario. 
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e) Se la radice -w appartiene alTintero A:, e A: 
é primo con m, tì è radice primitiva. Infatti se 
fosse r.fc =: 1 per /i < m, sarebbe 

2A/ciT . 2hk'K 

cos h i sen = 1, 

m m 

onde hk sarebbe divisibile per m; ma k è prima 
con m, onde m dovrebbe dividere h contro l'i- 
potesi h<im. 

d) Se la radice n appartiene a /e, e /e non è 
primo con m, -n non é radice primitiva; sia infatti 
d divisore comune a /e ed m, /e = dk\ m =r dm' ; 
formando 

2k!dm!'K . 2kfdm'n 

ti»» = cos h t sen , 

m m 

questo risulta uguale a cos 2/: w + i sen 2A:'w z= 1. 

e) Il numero delle radici primitive m"»»' del- 
Tunità è dunque cp(m) (§ 21); esso é m — 1 per 
m primo. 

54. Radici cubiche dell'unità. Le radici cu- 
biche di 1 sono 

27r . 27r 4ir . An 

1, T, rz COS h i sen — , r/, =: cos h i sen — 

' 3 3 ^ 3 3 

e per essere {V. Manuale di Trigonometria) 

2n 4n 1 

COS — = cos — = , 

3 3 2 

2ir \/'3 4:7 v/3 

sen — = _Ji, sen — = — __z, 

3 2 3 2 



L 
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viene 

_«14-ev/3 r_ — 1 — èv/3 

T.3 , 71 3 . 

2 2 

Dai §§ precedenti risulta che in ed n' sono nu- 
meri complessi coniugati, reciproci, che sono am* 
bedue radici primitive e che il quadrato di r èl 
uguale ad V e viceversa. 



r 
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55. Permutazioni. — Abbiansi m oggetti qua- 
lunque, che rappresenteremo con lettere affette 
da indici o numeri d'ordine: aj, flg) <^3> ••• ^m- 
Quando di questi oggetti si lascia affatto arbitraria 
la natura e si considerano solo i vari modi di 
aggrupparli (ordinariamente Tuno al seguito del- 
l'altro su di una linea retta, da sinistra a destra), 
si presentano questioni che nel loro insieme co- 
stituiscono il calcolo combinatorio. 

Anzitutto si possono studiare i diversi ag- 
gruppamenti in cui entrano tutti gli m og- 
getti, il loro ordine mutandosi in tutti i modi 
possibili. Questi aggruppamenti diconsi le 
permutazioni degli m oggetti. 

Ad esempio, le permutazioni dei 3 oggetti fl^, 
02, ag, sono: 

dia^a^, a^a^a^y a^a^a^y a^a^a^^ a^a^a^^ a^a^a^. 

Si voglia trovare il numero delle permutazioni 
di m oggetti: questo numero si indica con P„. 



l 
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Supposte formate le permutazioni degli m — 1 o^ 
getti a^, a,, .... a„ _ i, da ognuna di queste si d( 
ducono m permutazioni degli m oggetti a^, flj, ....fli 
ponendo l'oggetto a„ negli m posti disponibili dal 
primo a sinistra all'ultimo a destra. 

È chiaro che cosi operando si formano tutti 
le permutazioni degli m oggetti, e che nessuni 
viene ripetuta. 

Si conclude che fra Pm e P„ _ j passa la rela- 
zione 

(1) P.u = mP„_,. 

Riscriviamo questa formola sostituendo ad m 
successivamente m — 1, m — 2, .... 2; moltiplichia- 
mo le uguaglianze cosi scritte sopprimendo i fat- 
tori comuni e notando che P^ = 1, ed otteniamo j 
la formola 

(2) P„ = m (m — 1) (m — 2) .... 2. 1. 

Il numero delle permutazioni di m oggetti 
è dunque (§ 24, a) il fattoriale di m, e si 
ha P„=:m! 

Il simbolo P„ non avrebbe per sé significato; " 
ma si potrà definirlo mediante la (1) in cui si 
faccia m = l, talché faremo P^^o !-=zl. 

Si osservi che se gli oggetti che si permutano 
invece che essere collocati in linea retta fossero 
disposti su di una circonferenza, i posti disponibili 
per un nuovo oggetto in una permutazione di 
m — 1 oggetti sarebbero m — 1, e quindi la for 
mola (1) si muterebbe in 



P^z^ija-^ 1) P, 



m — ij 



r 
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da cui risulta che collocando m oggetti sopra 
una circonferenza, il numero delle permutazioni 
diverse è (m — 1) l 

56. Permutazioni con oggetti uguali. ~ Fra 
gli m oggetti dati, se ne trovino a che divengono 
fra loro uguali. ^ 

Per vedere come venga allora ridotto il numero 
delle permutazioni, si osservi che tutte le permu- 
tazioni, in numero di *Pa, 1© quali non differiscono 
che per l'ordine degli a elementi destinati a dive- 
nire uguali si ridurranno, dopo avvenuta l'egua- 
glianza, ad una permutazione unica. Il numero a? 
delle permutazioni con a oggetti uguali, moltipli- 
cato per il numero delle permutazioni di a oggetti, 
dà dunque il numero delle permutazioni di m 
\ oggetti, onde si conclude che 

""-^P^ "- al 

Se degli m oggetti dati a divengono fra loro 
uguali, altri p fra loro uguali ma diversi dai pre- 
cedenti, altri 7 fra loro uguali ma diversi da tutti 
i precedenti, ecc., naturalmente colla condizione 

il numero delle permutazioni differenti si troverà, 
con ragionamento analogo, uguale ad 

m! 



a! P! 7I.... 






Benché questa espressione sia apparentemente 
frazionaria, risulta dal suo stesso significato che 
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essa dà effettivamente un numero intero, cornei 
può anche dedurre, per via puramente aritmeti( 
dal teorema del § 25. 
57. Scambi, sostituzioni, spostamenti. 

a) Data una permutazione di m oggetti, il mod( 
più semplice per ricavarne un'altra consiste nell< 
scambiare fra loro due degli oggetti. Cosi, co\U 
scambio di a^, as, dalla permutazione aia^a^a^a^a^* 
si ricava Taltra: a^a^a^a^a^aQ. 

b) Date due permutazioni, l'operazione co- 
munque eseguita materialmente che permette di 
passare dall'una all'altra dicesi, sostituzione. 

Ad esempio, date le permutazioni aia^a^a^a^aii 
a^a^a^a^a^a^, poniamo nella prima a^ al po- 
sto di a^ e viceversa, a^ a quello di «fj, fli a 
quello di flg» ^4 ^ quello di a^\ con ciò siamo 
passati dalla prima alla seconda permutazio- 
ne, ossia abbiamo eseguito la relativa sostitu- 
zione, che si suole indicare con i^^^'^yì^yi^X 

Questa sostituzione si sarebbe anche eseguita me- 
diante ^W scambi successivi di a^ in «3, «3 in «5, 
flg in ag, «6 i^ ^4j 6 basta questo esempio a di- 
mostrare come: 

Ogni sostituzione si può eseguire nnediante 
successivi scambi. 

e) Una sostituzione dicesi circolare quando 
essa ha per effetto di porre ogni oggetto al posto 
del precedente ed il primo al posto dell'ultimo. 
Tale è la sostituzione 

(«*«««3«.«5\, o 1- altra (TA*Tn'\ 
\a^a^a^a^a^ / * xa^ja^a^a^a^ / 



r 
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Una sostituzione circolare di m elementi si opera 
evidentemente per mezzo di m — 1 scambi suc- 
cessivi. 

d) Abbiasi la sostituzione 



{a^a^a^a^a^a^a^a^a^\ 
Xa^aefiL^a^a^a^a^a^aT)' 



Essa si può operare ponendo flg al posto di a^, 
a^ al posto di ag, a^ al posto di a^) poi a^ al posto 
di «2» <^9 ^ quello di a^, «7 a quello di «9, a^ a 
quello di ^7; infine a^ al posto di a^, a^ Ql quello 
di a4. Essa si eseguisce dunque operando succes- 
sivamente le sostituzioni circolari 

\a^a^aj' ya^agayaj' \a^aj' 
Basta questo esempio a mostrare come 

Ogni sostituzione non circolare si può ese- 
' guire mediante successive sostituzioni cir- 
; colari. 

è) Dicesi che in una permutazione 
vi è uno spostamento ogni qualvolta un og- 
getto di numero d'ordine superiore ne pre- 
cede uno di numero d'ordine inferiore. 

È chiaro che ogni permutazione — eccettuata 
quella in cui ogni oggetto si trova al posto indi- 
cato dal suo numero d'ordine e che viene detta 
permutazione primitiva — contiene qualche spo- 
stamento. Ad es. nella permutazione asagaiagfl^^* 
l'oggetto ttg dà luogo a 4 spostamenti, a^ ne da 2, 
Oq ne dà 2; in tutto 8 spostamenti. 

PlNCHERLE. e 
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f) Ogni scambio che si opera fra due 
oggetti in una permutazione altera la parità 
del numero dei suoi spostamenti. 

Questo teorema è subito dimostrato se si scam- 
biano due oggetti contigui a^ aq , poiché il nu- 
mero degli spostamenti aumenta di 1 se è /) <?, 
diminuisce invece di 1 se è p >> g. 

Gli oggetti che si scambiano non siano invece 
contigui, ma la permutazione sia della forma 
Aap Baq C, dove A, B, C sono aggruppamenti 
qualunque degli oggetti dati e B contiene « 
oggetti. Si passa da questa permutazione ad 
AB ap aq C mediante a scambi di elementi contigui; 
da questa ad Aaq Ba^ C mediante a + 1 scambi 
di elementi contigui; onde la parità del numero 
degli spostamenti è mutata 2a -|- 1 volte, cioè nelle 
due permutazioni Aa^ Baq C, Aa^ Bup C, che dif- 
feriscono per Io scambio degli oggetti ap aq, è 
diversa la parità del numero degli spostamenti. 

58. Le due classi di permutazioni. •— Si é 
osservato che la permutazione primitiva (§ 57, e) 
non ha spostamenti. Questa, insieme a quelle che 
contengono un numero pari di spostamenti, si di- 
cono permutazioni della prima classe, mentre si 
dicono della seconda quelle che contengono un 
numero dispari di spostamenti. 

Ad esempio, fra le permutazioni di 3 oggetti, 
a^a^a^y a^a^a^y a2ia^a^ sono della prima ed aiO^di, 
a^a^a^y a^a^a^ sono della seconda classe. 

6) Da una permutazione si passa ad un'altra 
della stessa classe mediante un numero pari di 
scambi, ad una dell'altra classe mediante un nu- 
mero dispari di scambi. 



r 
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Ciò segue immediatamente dal teorema a § 57,/. 
Segue dallo stesso teorema che qualunque siano 
gli scambi mediante i quali si eseguisce una data 
sostituzione, la parità del numero di questi scambi 
è sempre la medesima. 

59. Disposizioni. 

Dati gli m oggetti a^, a^y,„ a^, si aggrup- 
pino ad /i ad /^ (m ^ n) in tutti i modi pos- 
sibili: uno stesso oggetto possa entrare in 
ogni aggruppamento al più una volta, e due 
aggruppamenti si riguardino come differenti 
sia quando alcuni degli oggetti che vi en- 
trano sono diversi, sia quando è diverso 
l'ordine degli oggetti^ stessi. Tali aggruppa- 

j menti sono detti disposizioni semplici di m 

I oggetti ad n ad n. 



Ad esempio, le disposizioni dei 4 oggetti a^^^a^y 
ttg, «4 a 3 a 3 sono: 

a^d^CL^ a^a^d^ a^a^a^ cl^ol^O'^ cl^cl^gl^ a^a^a^^ 

a^a^a^ a^a^a^ c^a^a^ a^a^a^ a^a^a^, a^a.^a^ 

a^cL^a^ a^a^a^ a^a^a^ a^a^a^ a^a^a^ d^a^^a^ 

a^a^a^ a^^a^-^ a^a^a^ a^a^a^ a^a^a^ a^a^a^ 

Si cerchi quante sono le disposizioni di m og- 
getti ad n ad n; il numero di queste disposizioni 
viene solitamente indicato con Z)m,n. 

Prendiamo perciò a considerare una delle di- 
sposizioni formate con n-1 fra gli oggetti dati. 
Collocando al seguito di questa successivamente 
ciascuno degli tw. — n + 1 oggetti che non figurano 
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in essa, sì ottengono m — n-\-i disposizioni dej 
m oggetti ad n ad n. Ripetendo questa operazioi 
su ciascuna delle Dm,n — i disposizioni degli 
oggetti dati ad n — 1 ad n — 1, si otterranno tult< 
le disposizioni degli m oggetti ad n ad n, ed eviJ 
dentemente nessuna sarà esclusa e nessuna ri* 
petuta. Onde si conclude 

Z)m, n = (m — 71 +• 1) £>m, n — 1 . 

Si riscriva questa formola sostituendo ad n i 
valori n — 1, n — 2,.... 2; si moltiplichino membro 
a membro le uguaglianze cosi scritte sopprimendo 
i fattori comuni, infine si noti che Dm, i =; m. In 
tal modo si ottiene 

(3) Z)m, n — m (m — i) (m — 2) .... (m — n + 1). 

Quando n^zm^ le disposizioni ad m ad m non 
sono altro che le permutazioni di m oggetti, e 
difatti la formola precedente dà 

Dm, m = m (m — 1) (m — 2) .... 2. 1 n wil 

60. Disposizioni con ripetizione. 

Si aggruppino ancora gli m oggetti dati^ 

ad n ad n, {m ^ n), e si riguardino coma 

diversi due aggruppamenti sia se vi entrano 
oggetti diversi, sia se l'ordine degli oggetti è 
diverso : ma uno stesso oggetto possa essere 
ripetuto fino ad n volte in uno stesso ag- 
gruppamento. Si hanno allora le disposizioni' 
con ripetizione di m oggetti ad n ad n. 
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Ad esempio, le disposizioni con ripetizione di 
3 oggetti fltj, rtg, ttg a due a due sono 

CL^CL^ ciia2 ^i^3 cL^a^ a^di a^a^ a^a^ a^a^ a^a^- 

Per trovare il numero delle disposizioni con 
ripetizione di m oggetti ad n ad n, numero che 
verrà indicato con D^m,n, prendiamo una qua- 
lunque delle disposizioni ad n — 1 ad n — 1. Gol- 
locando al seguito di questa successivamente cia- 
scuno degli m oggetti dati, si ottengono m dispo- 
sizioni degli m oggetti, con ripetizione, ad n ad n. 
Ripetendo questa operazione su ciascuna delle 
D^'m, n — 1 disposizioni ad n — 1 ad n — 1, si otter- 
ranno tutte le disposizioni con ripetizione degli m 
oggetti ad n ad n, evidentemente nessuna esclusa 
e nessun ripetuta. Onde si conclude 

da cui segue immediatamente 
(4) Z)'m, n = m\ 

61. Combinazioni semplici. 

Dati gli m oggetti a^ «gv- ^m> ^i ^g" 
gruppino ad n Sid n (m^ ri) in tutti i modi 
possibili: uno stesso oggetto possa entrare 
una sola volta al più in un aggruppamento, 
e due aggruppamenti si riguardino come 
differenti solo quando differiscono per qual- 
che oggetto, non tenendosi conto dell'ordine 
in cui sono posti gli oggetti stessi. Tali ag- 
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gruppamenti sono detti combinazioni semplici 
degli m oggetti ad ai ad rz. 

Ad esempio, le combinazioni di 4 oggetti a^, 
^2> ^3) ^4 ft tre a tre sono 

a^cL^cL^ a^a^a^ a^a^a^ a2a^a^. 

Per trovare il numero delle combinazioni di 
m oggetti ad n ad n, numero che verrà indicato 
con Gm, 11, si suppongano formate tutte le dispo- 
sizioni degli m oggetti ad n ad n, e si pongano 
in diverse righe quelle disposizioni che differi- 
scono per qualche oggetto e che corrispondono 
quindi a diverse combinazioni, ed in una stessa 
riga quelle disposizioni che contengono gli stessi 
oggetti e non differiscono che per T ordine degli 
oggetti stessi, e che per conseguenza danno una 
sola combinazione (v. esempio a § 59). Il numero 
delle righe sarà dunque Cin,n; il numero delle 
disposizioni contenute in ogni riga è Pn, onde 

Um^ n ^m Cm, n r^a 

da cui 

__ Dm,n __m(m — l)(m — 2).... (m — n + 1) 

(5) Cm, li — T~~' ^ — ~~. 

X^^ll 1. 2. O .•*. ti 

Questo numero, apparentemente frazionario, è 
però intero in forza del suo significato; si viene 
in tal modo ad avere una dimostrazione indiretta 
del teorema del § 25. 

Il numero Cm,n è il prodotto di n fattori interi 
consecutivi decrescenti cominciando da m, diviso 
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per il prodotto dei primi n numeri naturali; un tale 
quoziente verrà indicato d'ora innanzi con (^\ 

Onde Cm,n = (^). 

Si osservi che 0^ = 1 per n:^m, f ^ j = a 

i per n^ m. 

62. Osservazioni sulle combinazioni. — a) Se 

t ^^ in) ^^ moltiplica numeratore e denominatore 
I per (m — n) ! , si ottiene 

r 

^^ \n)-n\{m^n)ì 

Sotto questa forma, il numero delle combina- 
zioni di m oggetti ad n ad n si manifesta uguale 
al numero delle permutazioni di m oggetti di cui 
m — n uguali fra loro e gli altri n pure uguali 
: fra loro, ma diversi dai precedenti. E questa 
uguaglianza sarebbe facile a dimostrare a priori 
con un ragionamento assai semplice. 
b) Si ha 

Infatti, alle singole combinazioni formate pren- 
dendo n oggetti fra m dati, corrispondono altret- 
; tante diverse combinazioni costituite dagli m--n 
oggetti rimanenti. 

La formola (7) si dimostra anche immediata- 
mente notando che il secondo membro della for- 
mola (6) non muta col cambiamento di n in m — n. 
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Il simbolo (^) non ha per se significato; 

può però convenire di definirlo per mezzo della 
facendovi n = m, e viene 

e) Si ha 

Infatti, fra le combinazioni degli m oggetti ad n 
ad n distinguiamo quelle che non contengono un 
dato oggetto, p. es. a^, da quelle che lo contengono. 

Le prime sono in numero di y^ "" V, in ciascuna 

delle altre togliamo Toggetlo a^, ed esse vengono 
ad essere le combinazioni di m — 1 oggetti ad 

n — 1 ad n — i, in numero di C^Hj); con ciò 

la formola (8) è dimostrata. 

Questa formola si verifica ancora osservando 
che 



^;y^ ^ 1^ _ (m — 1) (m — 2) .... (m — n) 
(m — 1) (m — 2) .... (m — n 4- 1) 



\ ^ / ni 

riducendo allo stesso denominatore colla molti- 
plicazione di ambo i termini della seconda fra- 
zione per n, sommando e raccogliendo in nume- 
ratore i fattori comuni, si ottiene appunto ('?). 
d) Mutando nella (8) m in m — 1, m — 2, 



F 
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.... n -h 1, n, sommando membro a membro e sop- 
primendo i termini comuni, viene la formola: 

<«) ffHn=l)+(r?)+-+ft-iKii). 

e) Consideriamo due sistemi, Tuno di m, 
l'altro di m' oggetti, e le combinazioni ad n ad n 
di questi m~\-m! oggetti. Evidentemente quelle 
combinazioni in cui entrano h oggetti del primo 
sistema ed n — /t del secondo sono in numero di 

da cui si conclude: 

(10) ('"t"')=ft)+(«:ii)(r)+ 

+ (n ^2) (?) + ••• (n)- 

NelFapplicare questa formola, conviene ricor- 
dare che y^\z=:o per n> m. 
63. Combinazioni con ripetizione. 

Si aggruppino ancora gli m oggetti dati 

ad /i ad n (m ^ ri), e si riguardino come 

diversi due aggruppamenti solo quando dif- 
feriscono per qualche oggetto, non tenendosi 
conto dell'ordine in cui figurano gli oggetti 
stessi; inoltre, uno stesso oggetto possa en- 
trare in un aggruppamento più di una volta, 
e fino ad n volte. Si hanno allora le com- 
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binazioni con ripetizione di m oggetti ad n 
ad n. 

Ad esempio, le combinazioni con ripetizione di 
4 oggetti a tre a tre sono 

a^a^a^ a^a^a.^ a^a^a^ a^a^a^ a^a^a^ 
a^a^ci^ a^a^a^ a^a^a^ a^a^a^ a^a^a^ 
a^a^a^ a^a^a^ a.jx^a^ a^a^a^^ a^a^a^ 
a^a^a^ a^a^a^ a^a^a^ a^a^a^ a^a^a^ 

Si voglia trovare il numero di queste combina- 
zioni, che si indicherà con Cm^n. A questo effetto 
si esprima, per due vie diverse, quante volte un 
dato oggetto, per es. a^, figura in queste combi- 
nazioni. In ogni combinazione vi sono n oggetti, 
onde in tutte le combinazioni ne figurano nC'm,n; 
ognuno degli oggetti a^, ag,....^» figurando un 
ugual numero di volte, il numero delle volte che 
figurerà a^ sarà 

C m n . 

m 

D*altra parte, sopprimiamo una volta T oggetto 
a^ in tutte le combinazioni in cui entra. Queste 
si riducono allora alle combinazioni con ripetizione 
di m elementi ad n — 1 ad n — 1, e per il ragio- 
namento precedente, a^ entra in esse 

n--l 

C m, n — 1 

m 

volte; ma a^ si era soppresso una volta in cia- 
scuna, onde si conclude all'uguaglianza 

n ^ n — 1 j. . 

m m 



I 
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o riducendo: 

C m, n ^:^ C m. n — 1 • 

n 

Riscrivendo questa uguaglianza sostituendo ad 
n successivamente n — 1, n — 2, n — 3, .... 2, mol- 
tiplicando membro a membro le uguaglianze cosi 
scritte e sopprimendo i fattori comuni, notando 
infine che Cm^x^im^ viene: 

(m + n — 1) (m + n — 2) .... (m-hl) m 

(11) C'n,,n._ n {ji-i){n -%).... %.i • 

Risulta da ciò che 

C/ in, n — I I — Cra-4-n — 1, n. 
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64. Potenza del binomio. 

Si chiede lo sviluppo della potenza m*''"^ 
{m intero positivo) del binomio a-hb. 

Questo sviluppo si ottiene eseguendo la molti- 
plicazione 

(a+b) (a+ft) (a-\-b) .... (a+&) 

1 2 3 .... m 

mediante applicazione successiva della legge di- 
stributiva. Un termine qualunque si ottiene pren- 
dendo a da m — /t dei binomi, b dagli h binomi 
rimanenti, ed ha quindi la forma 

Dato ad h un valore fìsso, il numero delle volte 
che si presenterà questo termine nel prodotto 
sarà il numero dei modi diversi di permutare i 
fattori 

aaa .... a b b .... b 
1 2 3 .... m-h m-li+l .... m 



i 
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cioè il numero delle permutazioni di m oggetti, 

di cui m — h uguali, e gli altri h uguali fra loro 

ma diversi dai precedenti. Si vede cosi che il 

m! 

coefficiente del termine a° — ^ò^'sarà 

h\{m'^h)\ 

(§ 56), uguale anche (§ 62, a) ad ('^Y II termine 

generale dello sviluppo é dunque 



{ly 



^b^. 



Ciò vale per ogni valore di A, ed anche per 

h = o ricordando (§ 62, b) che 0^\ = ì. 

Dati più numeri a^ affetti da un indice o nu- 
mero d'ordine n, la somma di questi numeri, dal 
valore h al valore k del numero d'ordine (estremi 
inclusi) si rappresenta colla scrittura 

«rrfc 

I 

I il segno I viene detto sommatoria. Usando questo 
segno, potremo scrivere 



(1) (a-\~br=: 1 r^\a'^-^b^=z 

65. Osservazioni sullo sviluppo del bino- 
mio. — a) La formola precedente ci dà lo sviluppo 
di (a + 6)°* ordinato per le potenze decrescenti 
di a e crescenti di b; esso è un polinomio omo- 
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geneo rispetto ad a e 6, del grado m, e composto 
di m-f-1 termini. Il primo e T ultimo termine 
hanno il coefficiente 1; gli altri coefficienti sono 
pure numeri interi; il coefficiente del termine di 

posto A-f-l è (^Y 

L'esponente di a in un termine indica quanti 
termini lo seguono; quello di ò, quanti termini lo 
precedono. 

b) I coefficienti dei termini equidistanti dagli 
estremi (di posto A + 1 e di posto m — A 4-1) sono 

uguali, per essere Tuno (^), l'altro (^^/^l 

(§ 62, 6). Segue da ciò che basta di calcolare la 
metà dei coefficienti nello sviluppo se m è dispari, 
le metà più uno se m è pari, 

e) Due termini consecutivi {Vh^'*'"o er/i+l^'«'') 
sono rispettivamente 



G-i)«"-''+'^''-''ft)« 



m-h^h^ 



Si vede che il secondo coefficiente si deduce 

m — A + 1 

dal primo colla moltiplicazione per , onde 

h 

la regola: 

Scritto un termine dello sviluppo, il coef- 
ficiente del termine seguente si ottiene mol- 
tiplicando il coefficiente del termine scritto 
per l'esponente di a,, e dividendo per il nu- 
mero d'ordine del termine scritto. 

d) Si chiede quale è la grandezza relativa 
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di due coefficienti consecutivi. . Perciò si cerchi 

per quali valori di h la frazione è mag- 

h 

giore o minore dell* unità. Posto m — A+l^^/i, 

viene 2/i<'m + l, onde h<i . 

2 

Se m é pari ed uguale a 2», il coefficiente del 

termine di posto h-\-i é maggiore del precedente 

fino ad Azzn; per h^^n^ cioè al posto n + l""»<', 

si ha il coefficiente massimo; se invece è m è 

dispari, m = 2 n + 1, il coefficiente del termine di 

posto A + 1 è maggiore del precedente fino ad 

hzzzn ed il coefficiente di posto n-\-2 è uguale 

al precedente. 

e) Mutando ò in — ò nello sviluppo (1), viene 

(2) (a — ò)™ == a" — ('J^) a™ - 1 6 + 

(^) a°^ - 2 6? — .. . + (— ir ft^ 
/) Facendo amò — l nello sviluppo (1), viene 

(3) i+(T)+©+-+U:ii)+C)=2-", 

e facendo a == 6 =z 1 nello sviluppo (2), si ha 

(4) l-(-)H-(-)-(-) + ....+(-ir(-) = o; 

onde: 

le combinazioni di m oggetti ad 1 ad 1^ 
a 3 a 3, a 5 a 5.... superano di 1 le com- 
binazioni di m oggetti a2a2, a4a4, a 
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6 a 6^... La somma dei numeri di combi- 
nazioni di m oggetti ad 1 ad 1, a 2 a 2,.... 
fino ad w ad m è uguale a. 2" — 1. 

g) Facendo nello sviluppo (1) azzcoso, 
bz^i sen 6, e ricordando la formola di Moivre 
(§ 40, g) e la periodicità delle successive potenze 
di i (§ 39, a), si ha: 

(cos -f- 1 sen 6)"^ zz cos m^-\-i sen m 6 =: cos™o -f- 

(^\ i cos™ - 1 6 sen e — {^ cos™ - « e sen* 6 

— (^) i cos™ - 3 6 sens 6 + .... 

onde, dovendo essere separatamente uguali le 
parti reali e le immaginarie, si hanno le formole 
di trigonometria per la moltiplicazione degli archi, 
che servono ad esprimere il seno e coseno del- 
Tarco multiplo in funzione del seno e coseno 
dell'arco semplice: 

cos m 6 = cos™ 6 — {^ cos™ - * e sen* 8 + 
('^^ cos™ -^6 sen* — .... 

sen m Q =1 {^\ cos™ - * 6 sen e — 
(^Vos™-3Qsen3d+('^ìcos™-5 0seQ5e-.... | 

66. Triangolo di Pascal. — Le successive po- 
tenze (1% 2% 3* ) del binomio a + 6 sono j 
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Coi coefficienti di queste potenze si forma il 
seguente specchio: 





1 












2 


1 








► 


3 


3 1 








1 * 


4 


6 4 


1 






1 A 


5 


10 10 


5 


1 






6 


15 20 


15 


6 


1 


• • 


7 
• • 


21 35 


35 
• • 


21 
• • • 


7 1 



detto triangolo di Pascal (quantunque già noto 
dal Tartaglia). 
Riguardo a questo specchio si possono fare le 
I seguenti osservazioni: 

a) Gli elementi della m* orizzontale sono i 
numeri delle combinazioni di m oggetti a o a o, 
ad 1 ad 1, a 2 a 2,.... fino ad m ad m. La loro 
somma è 2™. 

h) Gli elementi della A-h 1* verticale sono i 
numeri delle combinazioni di /i, A -hi, /i-|-2, .... 
oggetti ad h ad h 

e) V elemento comune alla m" orizzontale 

e alla A 4- 1* verticale é (^V 

d) Sommando due elementi consecutivi in 
una stessa orizzontale, si ottiene T elemento sot- 
toposto al secondo di essi: ciò segue dalla rela- 
zione (§ 62, e) 

e) Sommando gli elementi consecutivi di 

PlNCHERLE. • 7 
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una stessa verticale, dal primo fino ad un certo 
posto, si ottiene T elemento comune alla linea e 
alla colonna seguente a quella in cui si trova 
r ultimo elemento addizionato. Ciò segue dalla 
relazione (§ 62, d), 

eri)+(.il,)+fé±!)+...+ftzi)=tt). 

Da ciò risulta che le somme dei primi numeri 
naturali si trovano nella terza colonna verticale 
del triangolo; cosi 1+2 = 3,1+2 + 3 = 6,1 
+ 2 + 3 + 4 = 10, ecc. Queste somme 3, 6, 10,... 
sono dette numeri triangolari, perchè rappre- 
sentano il numero dei punti con cui sono formati 
i triangoli qui sotto indicati: 



o 
o o o 



o o o o o o 

O OO OoO ooqo 

OO OOO GODO OOOOO 

La somma dei primi m numeri triangolari è 
data da 

m(m-{- 1) m(m + 1) (m + 2) 

1+3 + 6 + 10 + .... + - ' = — — 7-^-^ -; 

^ 2 1. 2. 3 

queste somme si trovano nella quarta colonna 
del triangolo, e si dicono numeri piramidali per 
una ragione analoga. In generale, i numeri della 
quarta colonna del triangolo si dicono numeri 
figurati d'ordine h — i del triangolo di Pascal. .' 
La somma dei primi m di questi numeri è rw"""' 
numero figurato d*ordine superiore. 
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67. Somme delle potenze simili dei numeri 
{naturali. — Indichiamo con 5, la somma delle 
potenze r^-'"« dei primi p numeri interi : 

Queste somme si possono calcolare con uno o 
l'altro dei seguenti mebdi: 
a) Abbiamo 



Facendo /)=:1, 2, 3,.... p—^, p e sommando 
membro a membro le uguaglianze cosi ottenute, 
sopprimendo i termini comuni, viene: 

(6) r/) + ir = 14-(7)5„_,+ 

Questa formola vale ad esprimere Sm_i. me- 
diante le S d'indice inferiore. Fattovi m=2, si ha 

i onde riducendo 

ftià trovata dianzi. Facendo mr:3, viene 

l 
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e ponendo per S^ il suo valore e riducendo, viene 

^ _ /)(/) + l)(2/)4-l) 
* 1. 2. 3 

Fatto m=z4, viene 

(/> + !)* = 1 + 453 + 652 + 3 5,+/), 

e ponendo per Sg, S^ ì loro valori, ricavandola e 
riducendo: 

_ pHp + 1)^ 

Cosi si ottengono di mano in mano le succes- 
sive somme di potenze simili. Lo stesso metodo 
si applica senza essenziale modificazione alla ri- 
cerca delle somme delle potenze simili dei termini 
in qualunque progressione aritmetica. 

b) Le somme delle potenze simili dei primi 
p numeri interi si ottengono più speditamente 
mediante le somme dei numeri figurati. Si ha 
infatti (§ 66) , 

y /^J^±J1 - P(P 4- 1) (p 4 2 ) ^ 

1 1 

ma il primo membro equivale ad — ^2 + — Sj, onde 

sostituendo per Si^ il suo valore, si ottiene 

^ ^ p(/) + i)( /) + 2) _^ /)(/) + 1) _ /)(/) + l)(2/?-H) 
*"" 3 2 ~ 6 ' 



Cosi 



n 



I .^(^+i)i'^._+A) - MP + l)(PH-2)(p-f 3) . 
-1 1.2.3 ~~ 1.2.3.4 ' 
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ma il primo membro equivale ad 

^(53 + 352 + 25^), 

onde sostituendo per S^ ed ^2 i valori trovati, si 
ottiene 53 e cosi via. 

68. Potenza del polinomio. — Si chiede Io 
sviluppo della potenza m"'«'» del polinomio di p 
termini ai + a2 + .... + ap. Questo sviluppo si ot- 
tiene eseguendo la moltiplicazione 

(0.^ + flj + .... ftp) (a^ + tig + .... flp)... («4 + ^2+ .... ttp) 
1 2 ... m 

mediante la successiva applicazione della legge 
distributiva. 

a) Un termine qualunque del prodotto si 
ottiene prendendo a^ in a^ fattori, a^ in aj,.... 
ap in ap fattori, per modo che 

a^ + aj + .... -f- «p = Wl, 

i numeri a^, aj,... ap potendo in parte essere nulli. 
Un termine qualunque avrà dunque la forma 

^1 * ^2 *••• ^P ^5 con a| + «2 + .... + ap := m, 

ò) Per dati valori degli esponenti a^, ag,... ap, 
questo termine si potrà presentare più volte: pre- 
cisamente tante quant'è il numero dei modi di- 
versi di permutare i fattori 

\7} a^ a^ .... Qi^ CL^ CL^ •••. CL^ .... 6ip 6Zp .... a^ ^ 

1 2 «1 1 ■ 2 «2 12 ap 
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cioè il numero delle permutazioni di m oggel 
dove a^ sono fra loro uguali, a^ fra loro uguali,...! 
gli ultimi ap fra loro uguali. Questo numeroj 
cioè il coefficiente del termine (7) è dunque (§ 56)" 

mi 

0(^1 OCjI... <Xp I 

ed usando del segno sommatorio, si ha la for- 
mola: 

(8) (aj + 02 + .... + apr = 

., m! 

^ s', . ai^*a2"2...ap*»^ ' 

dove la somma si estende a tutti i possibili sistemi 
di numeri interi, positivi o nulli, a^, ag,... «p , la cui 
somma è uguale ad m. 

e) Si può osservare che lo sviluppo trovato 
è un polinomio omogeneo completo di grado m in 
«i, «2,. .. flp , di cui tutti i coefficienti sono numeri 
interi. Per le combinazioni in cui uno degli espo- 
nenti è uguale ad m e gli altri sono nulli, si ha 
per coefficiente 1. 

d) Volendo il numero dei termini dello svi- 
luppo (8), si osservi che i termini sono tanti 
quanti sono gli aggruppamenti (7) che differi- 
scono fra loro almeno per una lettera, cioè tante 
quante sono le diverse combinazioni con ripeti- 
zione di p lettere ad m ad m. Questo numero è 

dunque (§ 63) (^"^^■~^)' 

Per p := 2, si ritrova lo sviluppo del binomio. 
Per mz=z2, si ha il quadrato di un polinomio j 
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nella forma 

(«1 + flfg + .... + ap)* i=z i: ttr* + 2 i a, a^. 

69. Cenno sulle probabilità. 

a) Immaginiamo che si aspetti un avve- 
nimento, il quale può tanto accadere quanto 
non accadere. . Fra i casi che si possono ve- 
rificare {casi possibili) vi sono quelH in cui 
Tavvenimento aspettato si produce (casi fa- 
voreooli); quelli in cui l'avvenimento non si 
produce si dicono casi contrari. Si chiama 
probabilità dell'avvenimento il rapporto fra 
il numero dei casi favorevoli e quello dei 
casi possibili. 

Ad esempio, da un mazzo di 40 carte levandone 
una, la probabilità che la carta levata sia un asso 

4 1 

è di — = — , perché i casi possibili sono rap- 
presentati da una qualunque delle 40 carte, i casi 
favorevoli dai 4 assi. 

Quando tutti i casi possibili sono favore- 
voli, l'avvenimento aspettato è certo: la pro- 
babilità è 1. Se nessun caso possibile è fa- 
vorevole r avvenimento è impossibile : la 
probabilità è o. 

In questo cenno elementare si parlerà solo di 
quelle questioni in cui il numero dei casi possi- 
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bili è limitato. La probabilità é allora un numero 

razionale compreso fra ed 1. 

Se /) è il numero dei casi possibili, / dei casi 

/ 
favorevoli, — è la probabilità che Tavvenimento 

P 
si verifichi, =: 1 — — quella che non si ve- 

rifichi. Queste probabilità sono uguali quando 

1 
/)=z2/, e sono allora entrambi uguali ad — . 

b) Come esempio, si risolva la seguente 
questione. 

Di m numeri contenuti in un'urna se ne estrag- 
gono n; quale é la probabilità che fra questi nu- 
meri estratti se ne trovino p assegnati prima? 
(p ^ ^ ^ ^)- Si osservi che i casi possibili sono 
le combinazioni di m numeri ad n ad n; i casi 
favorevoli sono quelle combinazioni che conten- 
gono i p numeri assegnati, e che sono per con- 
seguenza le combinazioni degli m — p numeri 
rimanenti ad n — p ad n — /). Onde la probabilità 

cercata è /^^2"pV ^ 'JJ \ Per m = 90, nzzb, 

/)z=3, si ha per probabilità 



/87V/90\ 1 

\2 J'\5 J-JìtZs 



e) Quando si aspettano più avvenimenti A, 
B, C, uno dei quali esclude gli altri, la probabilità 
che avvenga o Tuno o l'altro degli avvenimenti é 
la somma delle probabilità dei singoli avvenimenti. 
Sia infatti n il numero dei casi possibili, ed A, 



r 
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By C si verifichino rispettivamente in a, h, e di 
questi casi. I casi in cui si verifica o Tuno o l'altro 
degli avvenimenti saranno dunque a + ò + c, eia 

probabilità sarà =: — -f — h — , e. d. d. 

n n n n 

Per esempio, se in un'urna vi sono n palle, di 
cui a bianche, 6 rosse e le altre nere, la proba- 
bilità di estrarre una palla bianca è — , di una 

n 

a b 
palla bianca od una rossa è — h — . 

71 n 

d) Quando si aspettano più avvenimenti A, 
B, C, indipendenti gli uni dagli altri, la probabi- 
lità che essi avvengano insieme dicesi probabilità 
composta. Essa è il prodotto delle probabilità 
semplici. 

Siano infatti due avvenimenti A, B indipendenti, 
/), / rispettivamente il numero dei casi possibili 
e favorevoli per A, p\ f per B. Uno dei casi 
possibili per A si può presentare insieme ad uno 
qualunque dei casi possibili per B, quindi il nu- 
merò dei casi possibili per A e B insieme è pp\ 
1 due avvenimenti si presenteranno insieme tutte 
le volte che uno dei casi favorevoli per A si as- 
soderà con uno dei casi favorevoli per B; il nu- 
mero è dunque ff\ La probabilità composta é 

ff f f 
dunque ' — -in — .'—, e. d. d. 

PP P P' 

Analogamente se gli avvenimenti sono più di 

due. 



l 
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Esempi. Gettando due dadi, la probabilità 

fare due sei è di — . — 1= — . 

6 6 36 

Dati tre mazzi di carte, si leva una carta da 

ciascuno; la probabilità di estrarre 3 assi è data 

da . 

1000 

Da un mazzo di carte se ne estraggono suc- 
cessivamente tre; quale è la probabilità di estrarre 
3 assi? La probabilità che la prima carta sia un 

1 3 

asso è — . Per la seconda, la probabilità è — = 
10 ^ 39 

1 2 1 

— ; per la terza, essa è — = — .La probabilità 
13 ^ 38 19 ^ 

composta é = . 

^ 10.13.19 2470 

e) La probabilità negli esperimenti ripetuti 
si presenta come una applicazione della probabilità 
composta. Supponiamo che eseguendo un dQto 
esperimento, si presentino come possibili tre av- 
venimenti che si escludono ma di cui uno deve 
necessariamente avvenire; Tuno A di probabilità 
a, Taltro B di probabilità 6, il terzo C di proba- 
bilità e. Si eseguisce m volte Tesperimento : quale I 
è la probabilità che si presenti a volte Tavveni- ' 
mento A, p volte l'avvenimento jB, 7 volte Tavve- 
nimento C (indipendentemente dall'ordine) ed es- 
sendo a + p + 7 = m? Evidentemente la probabilità 

a 

che A si presenti a volte di seguito è data da a , 
quella che B si presenti 3 volte da h ; quella che 
C si presenti 7 volte da e ; la probabilità composta 
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oc P ■Y 

é dunque a h e , Ma non tenendosi conto del- 
l'ordine, la combinazione di a volte A, p volte JB, 
7 volte C si può presentare tante volte quante 
sono le permutazioni di m elementi con a uguali 
fra loro, p uguali fra loro, i rimanenti 7 uguali fra 
loro. Onde la probabilità richiesta è 



aipi^! 



con a + fi-f-^mm, e questo è uno dei termini 
dello sviluppo di (a + 6 + e)". 

Esempio. Da un mazzo di carte se ne estrag- 
gono 2, che si rimettono poi nel mazzo. Questa 
estrazione si ripete 7 volte. Quale è la probabilità 
di estrarre tre volte un asso? 

La probabilità di estrarre un asso ogni volta 

1 19 

è di — , la probabiHtà contraria è di — . Lapro- 

babilità cercata è dunque di (IV ( — |. ( — |, 

\ ^ / \ 20 / \ 20 / ' 

cioè di circa — . 

300 



L. 



1 
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CAPITOLO Vili. 
ie serie. 

70. Definizioni. — Dopo di avere studiate le 
operazioni fondamentali (addizione, moltiplica- 
zione, divisione) su di un numero finito di ope- 
randi, si può cercarne una estensione ai casi in 
cui il numero degli operandi può divenire infinito. 
Si presentano, come risultato di una tale esten- 
sione, le serie, i prodotti infiniti e le frazioni 
continue. 

Data una successione illimitata di numeri 
qualunque (reali o complessi) 

si ponga, essendo n un intero qualunque, 

iS„ =: «1 + «2 + ^3 + •••• "+" ^n- 

L'operazione che consiste ad aggiungere 
rt„-|-i ad S„ formando così «S„ + i, a„+2 ad 
Sn+i, formando Sn+2 e così indefinitamente, 
dicesi serie e si indica con 
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od anche con 



00 

2 a,. 



Quando la successione delle sonnme Sj, 
Sj, S^y.„Sj^, tende ad un linnte S (§ 45, 6), 
S si dice somma della serie e la serie viene 
detta convergente. 

Quando la successione S^ tende all'infinito 
(§ 45, e), si dice che la serie è dioergente. 

Quando la successione S^ non tende ad 
alcun limite, la serie viene detta indeter- 
minata. 

Esempio. Abbiasi la serie (serie geometrica) 

00 

1 ax^ z= a -f aa? -f aa?^ + ax^ -h .... 4- ax^ -f .... 

nzro 

È .noto dall'Algebra elementare che 
5n =z a + a;e + ax'^ + .... + ax^ — 1 =: 



a^ax"" 



1 — a? 



I 



Ora, se é |a?i > i, lima?'* ==00 (% 47, e), onde 
lim5n=:oo e la serie è divergente. Se è |a?|<l, 

nz:» 

a 

lim^'^zzio e lim5n=: : la serie geometrica 

n=oo n=:oo 1 — a? 

è dunque in questo caso convergente ed ha per 

a 

somma . Se è a?=:l, è manifesto che la serie 

1 — X 
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.dWe.ge*;.eé. = -..5..u.„.,ea.o.d 

a secondo che n è pari o dispari, e la serie è in- 
determinata. 
71. Criterio generale di convergenza; resto. 

— a) Dal § 45, e) risulta come condizione neces- 
saria e sufficiente per l'esistenza del limite della 
successione 5^ che. preso s positivo e piccolo a 
piacere, esista un indice n tale che 5n -f- r — 5^1 <.i 
per ogni valore di r. Ma 

onde il teorema: 

Condizione necessaria e sufficiente per la 
convergenza di una serie è che la sonnnia 
di un nunnero qualunque di termini preso 
dopo Vn^i^^ tenda a zero col crescere di n. 

b) Risulta da ciò che per la convergenza 
della serie 1a^ è condizione necessaria che sia 
liman=:o; basta considerare la condizione .pre- 

cedente per rml. Tale condizione non è però 
sufficiente: considerando ad esempio la serie 

00 1 11 1 

1 -=: = l+-= +-= + .... + -7= + ...., 
n — Xyn \/ 2 \ 3 v n 

si ha 

5n > n — , cioè > ^'~ 

cioè la serie è divergente. Come pure la serie 

<f 1 ^ 1 1 1 

n=ì n 2 3 n 
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(detta serie armonica) è divergente, poiché presi n 
termini dopo Vn^*»^^, la loro somma è 

i 1 1 1 . ,^ 1 



n + l n + 2 "'^2n" 2n' 2 

e) Se una serie é convergente o divergente, 
lo è del pari la serie che si ottiene sopprimendo 
in principio della serie data un numero -arbitrario 
di termini. La serie 

si dice resto relativo all'indice n della serie ^a^, 
ed è convergente o divergente insieme ad essa. 
Inoltre, nel caso della convergenza, segue imme- 
diatamente dal criterio (a) che il resto tende a 
zero per n =: oo. 
72. Serie a termini positivi. 

a) Una serie a termini positivi non 
può essere indeterminata. 

Infatti, quando i termini della serie sono posi- 
sitivi, i numeri Sn , 5n + i,.... vanno crescendo, 
onde (§ 44,/) o la Sn tende al limite +oo, e la 
serie è divergente, o essa tende ad un limite 
finito, e la serie è convergente. 

6) Sia 2^n una serie a termini positivi, con- 
vergente e di somma S. I suoi termini si scrivano 
in ordine arbitrario 

a -ha +fl 4-—« +^ +...., 

«1 aj «3 an 

la successione «i, «g, «3, .... an,.... contenendo ogni nu-T ^ > ^^ — 

I 

L 
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mero intero, ciascuno una sola volta. Nella serie 
cosi formata si prenda S'm^=^a + a + .... -l- a , in 

modo che vi siano in S'^ tutti i termini di Sn ; ne 
verrà che S'^ — 5n conterrà soli termini appar- 
tenenti al resto di 2an , cioè: 

e quindi (871, e) lim (5'^ — 'S'n)=:o, cioè limSn,=:5. 



n = oo n=roo 



Alterando dunque l'ordine dei termini in 
una serie convergente a termini positivi, la 
somma della serie non muta. 

e) Condizione necessaria e sufficiente 
affinchè una serie a termini positivi sia con- 
vergente è che esista un numero positivo M 
tale che estratti dalla serie termini in nu- 
mero ed in ordine qualunque, la loro sonnma 
sia sempre inferiore ad M, 

Ciò risulta subito dai principi precedenti. 

d) Date due serie a termini positivi e 
convergenti la^, Sa^, le cui somme siano 
rispettivamente S ed S', la serie 2 [a^ -f- a'„) 
sarà pure convergente ed avrà per somma 

73. Gonfìronto di due serie. 

l a) Data una serie convergente a ter- 
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mini positivi- la^, se si moltiplicano i suoi 
termini per numeri qualunque reali o com- 
plessi, i quali abbiano però tutti i loro mo- 
duli minori di uno stesso numero positivo 
finito M, si ottiene una nuova serie 26„ pure 
convergente. 

Basta provare che preso il numero positivo e 
piccolo a piacere, si può prendere n tale che per 
qualunque r sia 

|6n + i -f- 6n -j- 2 -f .... -f 6n 4- r I < %\ 

ora essendo (§ 40, d) 

\hn-\-i +6n 4-2 + .... 4- &n 4-r| ^ |Òn+ i| |4-6n4-2| + 
.... + |6n4-rl <Z.M{axi-\-v -f an4-2 + .... + an4-r) 

e la serie 2an essendo convergente, la disugua- 
glianza precedente si può soddisfare (§ 71, a). 

h) Da questa proposizione segue che se di 
due serie a termini positivi 2<3tn , 2^n , la seconda 
ha da un certo indice in avanti tutti i suoi ter- 
mini minori dei termini corrispondenti della prima 
e la prima serie è convergente, la seconda lo è 
pure. Se la seconda serie è divergente, si dimostra 
immediatamente che lo è anche la prima. 

e) Se una serie a termini positivi è diver- 
gente, moltiplicando i suoi termini per numeri 
positivi tutti maggiori di un numero positivo h 
diverso da zero, si ottiene una nuova serie di- 
vergente. 

d) Dalla proposizione (a) segue che essendo 

PlNCHERI.R. 8 
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2fltn una serie a termini complessi, se la serie 
dei moduli 2Ianl è convergente, lo é pure 2«n ; 
basta ricordare che an si ottiene moltiplicando [ani 
per un numero della forma cos6 + esen 6, cioè di 
modulo uguale ad 1. 

In particolare può essere 6 uguale ad un mul- 
tiplo di -k: quindi se una serie a termini reali si 
riduce convergente quando tutti i suoi termini si 
prendono in valore assoluto, la serie stessa è 
convergente. 

74. Primo criterio speciale di convergenza. 

a) Una serie a termini positivi ^^ è 
convergente se il rapporto -^ — ^ si mantiene 

da un indice in avanti, inferiore ad un nu- 
mero /i positivo minore dell'unità; essa è di- 
vergente, se lo stesso rapporto si mantiene 
maggiore di un numero k maggiore della 
unità. 

Nel primo caso infatti si ha 

fln -f- i <I han , a» + 2 <C h^an y an -f 3 <C h?(lTi ,.... 

percui i termini della serie data sono minori di 
quelli della serie geometrica au/i+a„/i*-+-an^^-|-—., 
convergente per essere /i<i (§ 70), onde la serie 
data é convergente (§ 73, ò). Nel secondo caso 
si ha 

onde i termini della serie data sono maggiori di j 
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quelli della serie geometrica ank + a^k^ + an/c2+...., 
divergente per essere A: > 1 (§ 70), talché la serie 
data è divergente (§ 73, h), 

b) Se il rapporto tende per n = oo ad 

un limite minore delTunità, segue dalla definizione 
stessa di limite che si rientra nel primo caso e 
la serie è convergente. Se il detto rapporto tende 
ad un limite maggiore delTunité, si è nel secondo 
caso e la serie é divergente. Se il limite è l'unità, 
non si può dire nulla. 

Esempio. Data la serie 2^1*3?°, il rapporto fra 
un termine ed il precedente é 



n'^x 









a? 






(n-1)' 


1 


— 


2 
n 


-h 


1 
n2 



Per n= oo, il limite é a?: onde per x<ì la serie 
è convergente, e divergente per a?>l. Per a? = l, 
si vede direttamente che la serie è divergente. 

75. Secondo criterio speciale di conver- 
genza. 

a) Una serie a termini positivi 2a^ è 
convergente se l'espressione 






si mantiene, da un indice in avanti, maggiore 
di un numero fisso maggiore dell'unità; di- 
vergente, se l'espressione stessa si mantiene 
minore di un numero fisso minore dell'unità. 
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Nel primo caso, si ha da un valore dell'indice 
in avanti: 

n(ì ?^\:>H-A, 

essendo h un numero positivo fisso. Ne viene 

(n — 1) fln — 1 — na» > haa — i, 

il che esprime che i prodotti nan vanno decre- 
scendo, ed hanno di conseguenza un limite, che 
è il loro tinnite inferiore (§ 44,/). 

Ora sommando le disuguaglianze precedenti 
per r valori consecutivi deirindice, viene 

/l(an — i -f-ao-f-fln + i +—. + fln4-r-i) 

<(n — l)an+i — •(fi-|-r)an+r. 

Ma il secondo membro si può rendere piccolo a 
piacere per la condizione deiresistenza del limite 
(§ 44, d) applicata alla successione nan, onde Io 
stesso è del primo membro e quindi (§ 7i, a) 
la serie 2an è convergente. 
Nel secondo caso, si ha 

n(i ^^i-k 

\ an + i/ 

essendo A' un numero positivo fìsso. Ne viene 

(n — l)an — i < nati , 

ossia i prodotti nan vanno crescendo. Essi dunque 
sono tutti maggiori di un numero r fìsso, onde 

r 

fln > — , cioè i termini della lan sono maggiori 
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di quelli di una serie divergente, (serie arnnor-ica, 
§ 71, ò), e quindi la 2an è divergente, 

. . . I <^" \ 
6) In particolare, se l'espressione /i( 1 j 

I tende per n = oo ad un limite maggiore d'uno, si 
i rientra nel primo caso per la definizione stessa 
i del limite, e la 2flt<i è convergente; se tende ad 
i un limite minore d'uno, si rientra nel secondo 
caso e la lan è divergente. Se quest'espressione 
tende al limile 1, non si può concludere nulla. 

e) In molti casi in cui il criterio del § prece- 
dente è insufficiente, si può applicare il criterio del 

presente paragrafo. Ad esempio, avendosi la serie 

1 

2——, si trova che il limite del rapporto di un 

termine al precedente è l'unità, quindi non vale 
I il criterio del § 74. Formando allora l'espressione 

si vede che il limite cui essa tende per n~x, è 

maggiore dell'unità: pertanto la serie 2— ~ è con- 

vergente. 
76. Serie a termini positivi e negativi. 

; Una serie a termini alternativamente po- 
sitivi e negativi, decrescenti in valore asso- 
luto e tendenti a zero, è convergente. 

■ Abbiasi la serie 

00 

21 (— \f an =: «0 — «i + a.2 — «3 + .... + 
nino 
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Formando le somme Sn , si vede: 
1.* Che le somme d'indice pari vanno decre- 
scendo, poiché 

•^2n -f- 2 — *^2u (^2n-|- i ~ ^211+2) 

e la parentesi é positiva per essere i termini della 
serie decrescenti in valore assoluto. 

2.® Che le somme d'indice dispari vanno cre- 
scendo, essendo 

'^211 -1-1 == *^2I1 — l + (^ 2.1 "■ ^211 -h 1 ) J 

3.° Che una somma d'indice pari è maggiore 
di una qualunque d'indice dispari : basta conside- 
rare il caso di una somma d'indice dispari 27i—i 
e di una d'indice pari superiore 2/i + 2r: si ha 
infatti : 

•^211 -f 2r ^^ '^2.1 — 1 + (^ 2n — ^211 + 1 ) 
+ (^211 + 2 ~ ^2.1 + 3) + + ^2n-f IX '•> 

V Che la differenza fra 5^„ ed 5^„_,, cioè 

a 211, va tendendo a zero. Verificate queste con- 
dizioni, si può concludere (§43) che S^,, edS^n^i 

tendono per n = 00 ad un limite comune, il quale 
è per definizione la somma della serie. 
Esempio. Le serie 

o) (_i)n + i _ 1 1 1 



n—\n 2 3 4 

^ (— ir 111 

n=:o 2»^ 2 4 8 ' 



j 
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soddisfano alle condizioni del teorema precedente, 
ì e sono perciò convergenti. 
I 77. Convergenza condizionata ed assoluta. 

— a) Al § 72 si è dimostrato che in una serie 
a termini positivi convergente, la somma della 
serie non muta alterando comunque V ordine dei 
termini. Basta il seguente esempio a dimostrare 
come lo stesso non avvenga sempre nelle serie 
a termini positivi e negativi. Nella serie conver- 
gente (§ 76) 

11111 

A — i + 1 + .... 

23 45 6 

si alteri l'ordine dei termini, scrivendo un termine 
negativo dopo due positivi nel modo seguente: 

r. . 1 1 1 1 1 

BzzlH 4 - + + .... 

3 257 4 

e si prenda nella prima serie la somma A^,^ dei 
primi 2/1 termini, nella seconda la somma B dei 
primi 3n; viene 

^ _ 1 _i 1 

1 1 

+ -: ::-l- 



4n — 3 4n — 1 

n 



Qui il secondo membro è compreso fra - 

^ 2n^+ 1 

n 11 

ed , i cui limiti per nzzzco sono - ed -, 

in — i ^ 2 4 

onde la somma della serie J5, se esiste, supera 

quella della serie A per una quantità compresa 
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1 1 
fra - ed --, epperciò alterando T ordine dei ler- 

mini nel modo anzidetto nella serie A^ se ne al- 
tera certamente la somma. 

ò) Il fatto ora constatato conduce a dividere 
le serie convergenti in due classi: quelle con- 
vergenti assolutamente, cioè che mantengono la 
medesima somma qualunque sia l'ordine in cui 
se ne prendono i termini; quelle invece in cui 
può mutare la somma mutando l'ordine dei ter- 
mini; queste si dicono convergenti condizionata- 
mente. Sono convergenti assolutamente le serie 
convergenti aventi tutti i termini positivi; è facile 
vedere che lo sono pure quelle serie convergenti 
a termini reali aventi tutti i termini negativi, od 
un numero limitato di termini di segno differente. 

c) Condizione necessaria e sufficiente 
affinchè una serie a termini reali la^ sia 
convergente assolutamente, è che sia con- 
vergente la serie formata coi valori assoluti 
dei suoi termini. 

La condizione è sufficiente. Infatti se la serie s|aa| 
dei valori assoluti è convergente, indicando con 

Sn la somma dei primi n termini e con S'm la 
somma di un certo numero di termini della serie 
medesima, ordinati in modo qualunque, ma fra i 

quali siano compresi tutti i termini di 5n, si avrà 

5'« - 5, =z |ap| + |aq| + lari + .... 
e, per T ipotesi, questa somma (§72, 6) tende a 
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zero con n. Indicando ora con 5n, S'm le somme 
analoghe nella serie data Ifln, si ha 

|5',u — Sn\ — Iflp + aq + flfr H- .. . I 

^ |a|p + |aq| + |tìfrl +...; 

e quindi anche 5'm — 5n tende a zero, e. d. d. 

La condizione è pure necessaria. A dimostrarlo, 
supponiamo che mutando tutti i termini della 
serie data nei loro rispettivi valori assoluti, ri- 
sulti una serie divergente. 

Allora detti cfn i termini positivi e — òn i ter- 
mini negativi della serie, 2«n e 26a non sono ambe- 
due convergenti, altrimenti lo sarebbe 2(an + ^n) 
(§ 72, d) contro Y ipotesi. Dovrà dunque essere 
divergente almeno una delle serie 2^n , 26.i ; lo 
sia la 2an. Si può prendere allora n tale che sia 

Cii-\'Ci%-{- .... + fln > 1 4- ^1, 
poi n tale che sia 

e cosi via: ne risulta che la serie 

«1 -f- «2 + •••• ^" — ^j + ttn + i + an + 2 + 

"T- .... (Xn -|- n' "^ ^2 ~r" •••• 

è divergente: cioè vi é un ordinamento dei ter- 
mini della serie data per il quale essa risulta 
divergente, e quindi essa non può essere conver- 
gente assolutamente, e. d. d. 

78. Serie a termini complessi. — a) Sia (ctn) 
una successione di numeri complessi «a zzan +?Pn. 
La somma della serie 2Gtn è, per definizione, il 
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^ 



limite (se esiste) di 

•Sn— ai+a2-f-.... + ^n=0ti+ag+....a„-H'(P'l-f-?2-|-.-.f n). 

Se dunque questo limite è S:=:i A-\-iB, le serie 
lan, ign saranno convergenti ed avranno rispet- 
tivamente A Q B per somma (§ 45, d). Inoltre 
lan sarà convergente assolutamente se lo sa- 
ranno San , iPn 5 e reciprocamente. 

6) Condizione necessaria e sufficiente 
affinchè una serie a termini complessi sia 
convergente assolutamente, è che sia con- 
vergente la serie dei moduli dei suoi termini. 

Per dimostrare che la condizione è sufficiente 
vale lo stesso ragionamento fatto al § 77, e. Per 
dimostrare che è necessaria, si noti che essendo 
convergenti assolutamente 2an , 2Pn , sarà con- 
vergente (§77, e e § 72, d) anche l{\^n\ + IPn ) e 

quindi a fortiori ^v^ au* + pn^ 

e) Se le serie a termini complessi san, s&n 
sono convergenti assolutamente ed hanno le 
somme rispettive A e B, la serie^l(an -H-M sarà 
pure convergente assolutamente in seguilo del 
§ 72, rf) ed avrà per somma A-\-B, 
79. Prodotto delle serie. 

a) Abbiansi le due serie a termini 
positivi 

00 

1 a^zzz a^ + «1 4- rtg + ... , 



/l = 

oo 



nzzo 



r 
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! convergenti ed aventi per somme A q B 
\ rispettivamente. 
La nuova serie 

oo 



n:izo 



<2n-.,6i4-aA) 



è convergente ed ha per somma AB. 

A dimostrare ciò, si prenda la somma dei primi 
2/1 + 1 termini nella nuova serie, e sia 

Czn — aj)^ + {ajb^ + ciiK) + .... + («062.1 4- 
-\- CL^hin —\ 4- oi\\ ba 4" •.- «in — 1 6i -+ ^^211 ò^) ; 

si prenda la somma dei primi n -h 1 termini in 
ciascuna delle due prime serie, e sia 

An zz flo 4- ai + «a 4- •— + ttn , 
Bn = bo -\- 6i -f- 62 -}- ..• + bn ; 

infine si formi la differenza D=zC2n — An Bu. Lo 
sviluppo del calcolo mostra subito che questa dif- 
ferenza é: 

D:=z ab -^ -\-a b-\- 

o n-f*i n-f-i o 

ab -\-ab -\- a b -{~ a b + 

o n-|-2 1 n-|-i n+i i n-|-2 o 

ab -i-ab -i~ab + a b-^a ò4-a 6-h 

o n+} 1 n+2 2 11-f-i "+i 2 n-|-2 i 11+3 o 

ab-]- ab -\-ab -{-....a 6 + a ò-f-a 6, 

o 2n 1 2n — 1 2 2n — 2 211 — 2 2 2111 — 1 2n o 
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^ 

ossia 

Z) = ao (6„ ^ , --h 6„ ^ , + .... 6,„ ) + a.(6„ +,+&„+, 

6oK 4. , + a„ 4., + .... a,„ ) + 61 K + , +a„ 4-, 
+ •. ^2n — i) + •"• ~f" ^^ _ j a,, _^ j 

Preso ora % piccolo a piacere, si può sup- 
porre n abbastanza grande perchè la somma di 
un numero qualunque di termini dopo Tyi"»'» nel- 
Tuna e neiraltra delle serie date sìa minore di «, 
in seguito della convergenza delle serie stesse 
(§ 71, a); ne viene 

Z) < (a^ + ^1 + •••• ^n — 1) 6*+ (^o + &i + .... 6a — 1) 5 
e a fortiori 

D < e (A + B). 

Essendo ora D positivo ed {A-\-B)i piccolo a 
piacere, ne viene lim DzrzOy ossia 

c. d. d. 

ò) Abbiansi le due serie a termini 

qualunque (reali complessi) 1 a„, 1 6n) 
convergenti assolatamente. La nuova serie 

«0^0 + K^i + «1^0) + ^^2 + «1^1 + «2^0) +••• 

è pure convergente a ssoluta niente ed ha per 
somma AB. 
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Si formi come dianzi la differenza 
che sarà 

ao6,„ -f a,6,„ _ , -\- .... + a„ _ ^ 6^ _^ ^ + 

Ora, poiché le serie ^\an\ , ll&nl sono conver- 
genti (§ 78, b) risulta dal caso precedente che 

|ao6n+2| + |ai6n + i|-4-|an + i 64 4-|an+2Òo| + 

l«o^„ 1 + Ifli^n- J + .... K_, ^„4. J + 
|an + ì &n - »» + •••• l«2n - . ^i l + I«.n ^o| 

tende a zero; onde essendo |I>| ^/), a maggior 
ragione tende a zero \D\ := \C2n — An Bn |, e 
lim Can =zAB^ e. d. d. 

c) Esempio, La serie geometrica 

(1) l + iP + a?2 + .... + a?^+ .... 

è convergente assolutamente per \x\ < 1 ed ha per 

. som^a -1-. Moltiplicando questa serie per 
f 1 — a? 

se stessa secondo la regola precedente, si ottiene 

la serie 

(2) i4-2a?4-3a?2 + ... + (n4-l)a?'^ + .... 
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pure convergente assolutamente per \x\ < 1 ed 

1 

avente per somma -. 

(1— a?)« 

Analogamente, moltiplicando la (2) per la (4) 

secondo la regola precedente, si ha 

1 

: 1 -f 3a? -h 6a?- + .... 



(1— a')3 

, (n-f l)(yi + 2) „ , 

i.2 

Vogliamo mostrare come sia in generale, per 

'a?| <1: 

_i I (n4-l)(yi+2)....(n4-m~l) ^^ 

{X'-xY^^n-o 1. 2. 3 .... (m — 1) 

Supposta infatti la (3) verificata fino ad un certo 
esponente m, moltiplichiamola per la (1); viene 

ir4M:r=^['+(».-.)+fcil)+ 

e per il § 62, d: 



— ^— --= 2 Z'^ + V 



onde la formola (3) è vera per ogni numero intero 
positivo m. Si noti che potendosi scrivere mzz: — m 
{m' intero e negativo) e cambiare a? in — a?, la 
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forinola (3) diviene 



m'(m' — 1) 
(4) (l+arr-i-f m'a?-f-— ^- a?« + 

"^ 1.2.3 ^ "* 

che mostra come la formola data per la potenza 
intera e positiva del binomio si estenda anche 
all'esponente intero e negativo, essendo però va- 
lida sotto la condizione Ia?l < 1. 



i 



CAPITOLO IX. 
I prodotti infiniti. 

80. Prodotti infiniti. 

Data una successione illimitata di numeri 
qualunque, reali o complessi, «i, a^, «3,... a^y>. 
si ponga 

M n ■ C*" I ^^ O M-o .••• CX|.a 

L'operazione che consiste nel moltiplicare 
Pn per «n + i, formando così Pn + i, questo 
per «n+2 formando Pn+2, e così di se- 
guito indefinitamente, dicesi prodotto infinito 
dei numeri dati. Il prodotto infinito si indica 
con 

Wj Mg 6*3 CGq.... , 

od anche con 

Ua„. 

n=l 

Quando la successione (P„) tende ad un 
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limite P, si dice che P è il valore del pro- 
dotto infinito, il quale viene detto conoer- 
gente. Quando P„ tende all'infinito, il pro- 
dotto si dice divergente. In ogni altro caso, 
il prodotto infinito si dice indeterminato. 

Fra i prodotti infiniti convergenti, non si consi- 
derano quelli che tendono a zero. 

81. Osservazioni sui prodotti infiniti. — Con- 
^ dizione necessaria e sufficiente per resistenza del 
limite di Pn è, come sappiamo (§ 46, e), che preso 
£ positivo e piccolo a piacere, esista un indice n 
tale che sia, per ogni valore di r, | Pn + r — Pn | < s. 
Ora, 

Pn 4- r — Pn = fliflgfl^a .... fln (fin + 1 «ii -f- ? ... (Zn + r — 1); 

ma si è escluso il caso che il limite di a^a^a^ .... a^ 
sia zero, onde si può concludere: 

Condizione necessaria e sufficiente affinchè 
un prodotto infinito converga ad un limite 
non nullo, è che il prodotto di un numero 
qualunque di termini dopo V n^^'^^ tenda al- 
l'unità al crescere di n. 

Risulta da ciò che per la convergenza del pro- 
dotto 11 fln é necessario (non però sufficiente) che 
sia lìm an = 1 . 

Per questa ragione, ordinariamente si scrive 
«az^l-f-òn, con lim òn = o, cd il prodotto si 

nzroo 

indica con 

ii(H-6n). 

PlNCHERLE. 9 
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82. Condizioni di convergenza. 

La condizione necessaria e sufficiente af- 

00 

finché il prodotto 11 (1 + b^ sia convergente, 

essendo le 6^ nunieri positivi, è che sia con- 
vergente la serie 26,,. 

Si osservi anzitutto che, posto 

g^ = 63 -f 64 Ò3 -I- 62 63 -f- ^1 ^2 ^3 > ••• 

dove 5^11 si forma moltiplicando per òn tutte le g 
precedenti e sommando, si ha evidentemente 

Pn =5'o + <7i + 9'2 + <73 4-....-f-9'« • 

Da ciò segue che lo studio delia convergenza 
del prodotto infinito si riconduce a quello della 
convergenza della serie l'gn . Ora, la condizione 
enunciata è necessaria, poiché essendo bn<ga, 
l òli è convergente se Io è l gn (§ 73, 6). 

Per dimostrare che la detta condizione è anche 
sufficiente, sia 1 6n convergente ed 5 la sua somma. 
Siccome sulla convergenza di una serie (0 di un 
prodotto infinito) non influisce un numero finito 
di termini (di fattori) in principio, si può supporre 
senza restrizione 5 <:1: onde a fortiori tutte ìebn 
sono minori dell'unità. Ne viene (§ 70, es.) 

1 1 

1+^14-61*+ ... = ] — —y onde l-f-^i< 



1-6/^ * 1-V 
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cosi 



l-|-«^2< 



1-6,' 



da cui 



(l+6i)(l + «^2)<7— T ITTTT ^ A fK^h^ ^ 

1 — 6i — 62 + t>i62 ^ — (0i4- O2) 

ed analogamente 

Pn— (l+6i)(l-|-Ò2)....(l + &n) 

1 1 



1— (^1 + ^2 4-.. . + &n ) 1—5 

Le Pn non oltrepassano dunque un numero fisso, 
ma esse sono costantemente crescenti, perciò esse 
tendono ad un limite (§ 44, /) ed il prodotto infi- 
nito è convergente, e. d. d. 

N.B. Con procedimento del tutto analogo ap- 
plicato alla serie - | &n |, il lettore potrà facilmente 
dimostrare che: 

Condizione necessaria e sufficiente affinchè 
un prodotto infinito n (l-f-òj, dove le 6„ sono 
■ numeri qualunque reali o complessi, sia con- 
vergente verso uno stesso limite qualunque 
sia l'ordine dei fattori, è che sia convergente 
assolutamente la serie 26„. 



c:apitolo X. 
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83. Frazioni continue. 

a) Date due successioni di numeri 
qualunque «1 , «jv- '^n )••••; 61, 6g,.... 6„...., si 
ponga 

= «1 + r- 






'3 



n 



L' operazione che consiste ad aggiungere 
airultimo denominatore a^ la frazione — ^^ , 

formando così la nuova espressione — ^^-i^, 

Qn + I 

all'ultimo denominatore di questa la frazione 
, formando 1 espressione — , e cosi 

^n+l Qn + l 
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di seguito indefinitamente, si dice frazione 
continua. 

Quando la successione ( 7^- ) tende ad 

un limite, questo si dice valore della frazione 
continua, che viene detta allora convergente. 

b) Noi ci limiteremo al caso più ovvio e 
più frequentemente considerato, in cui b^=:b^z=.,.. 
=i:6n=1,ed in cui i numeri a^, a^, .... «n, .... sono 
interi, positivi e tutti (eccettuato al più a^) di- 
versi da zero. Si scrive in tal caso 

Pu 1 



= «1 + 



«2 + 



a3 + .... 1 
an 

p 

L'espressione — — si dice ridotta m"*'* della fra* 

Qii 

zione continua. Le prime ridotte sono: 

alle quali é comodo di premettere una ridotta fittizia 

PI 
e puramente formale (d'indice zero) — - =: — . 

Qo o 

I numeri interi positivi a^, a^, fls, .... an, .... di- 

consi primo, secondo, terzo, .... n^'^o quoziente in^ 

completo. 



{ 
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84. Legge ricorrente delle ridotte. 

a) Consideriamo tre ridotte consecutive 

Pn-^Z Pn^l Pn 
Qn— 2 Qn — 1 Qn 

I numeratori ed i denominatori di queste 
ridotte sono legate dalla relazione ricorrente 

(1) P,z=z «„P„-i + P„-2, Q, = a, Q„.i + Q„-2. 

Anzitutto, vepifichiamo subito che i numeratori 
e denominatori delle quattro prime ridotte 

Pj __ a^a^Oi + flfs + «i 
©3 ~* ag «8 -h 1 

soddisfano a questa relazione. Supposta poi la re- 

p 
lazione verificata fino alla ridotta -— - inclusiva- 

mente, avremo 

Pt^ Pn-ianH-Pn-2 

Qn Qn--ia,ì +0n_2' 

1 



ma se in questa formola mutiamo a» in «n -I- 



fln+l' 



Pn+1 



On+l 



si muterà per la sua definizione stessa in 
; talché riducendo: 



i 



F 
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Pn+ 1 __ (Pn^l an'4-f*"-2)gn + l+ Pu-1 

On + l (Oli— 1 ttn-F On — 2)an+l4- On — 1 

__an-hl Pn ^- Pn— 1 

an + 1 Qn4- On — 1 ' 

la relazione, supposta vera fino all' indice n, è 
dunque vera anche per Tindice n -|- 1 ed è quindi 
generale, e. rf. d. 

L*applicazione di questa regola permette di 
eseguire con rapidità il calcolo delle successive 
ridotte. Data p. es. la frazione continua 

1 
2H 



1 
3+ — 



1 

5+- 
7 



le prime ridotte successive si ottengono scrivendo 

le prime due: -, --, e quindi applicando la for- 

7 37 266 

mola (1), e si trovano le altre tre ridotte -, — , — . 

^' 3 16 li5 

85. Proprietà delle ridotte. 

a) I numeratori P^ ed i denominatori 
Qn delle ridotte costituiscono due successioni 
di numeri interi positivi, crescenti, e quindi 
tendenti all' co con n. 

Ciò risulta subito dalla formola (1). Il caso in 
cui i numeratori e denominatori crescono il più 
lentamente possibile si ha quando tutti i numeri 
an sono = 1; in tale caso i numeratori ed i de- 
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nominatori formano la successione (detta di Fibo-| 
nacci) 

0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, .... 

in cui ogni termine è la somma dei due precedenti. 

6) Il numeratore della differenza di 
due ridotte consecutive è uguale a + !• 

Si ha infatti da una parte: 

Pn-hl Pn _ Pn+l Qn — Qn4- 1 Pn 

Qn+l Qn OnOn + l 

dall'altra, per la (1) 

Pn+l Pn anPn + Pn-I Pn 



Qn-\-\ Qn anQn-\-Qn — \ Qn 

_ QnPn-l— PnOn-1 

OnQn + l 

onde si conclude: 

P„+ I On - On+ 1 Pn =: — (Pn Qn - 1 — Qn Pn- l). 

Ma p,0^-0,P, = -l, ondePgOi-aPiZzl, 
ed in generale 

(2) Pn Qn- 1 — On Pn - 1 =: (— 1)°. 

Da ciò segue 

Pn P„-l (— l)"^ 



(3) 



On On — 1 QnOi— l' 

da cui risulta che la differenza fra due 



j 
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ridotte consecutive è, al crescere di n^ co- 
stantemente decrescente in valore assoluto 
e tendente a zero. 

e) Le ridotte, quando i loro termini 
sono formati secondo la formola (1), sono 
frazioni irriducibili. 

Infatti, se Pn e Qn avessero un fattor comune 
rf, questo dividerebbe Pn Qa— i — 0» Pn— i, il che 
é impossibile per la formola (2). 

86. Convergenza e valore delle fìrazioni con- 
tinue. — Consideriamo la serie 

_1 1_ __1_ (—1)" 

Per quanto si è visto (§ 85, 6), i termini di 
questa serie sono in valore assoluto costantemente 
decrescenti e tendenti a zero; essi sono, di più, 
alternativamente positivi e negativi, perciò (§ 76) 
la serie (4) è convergente. Sia X la sua somma, 
5q la somma dei primi n termini. Abbiamo che 
Sn si può scrìvere: 

\Q, QJ " Qn Qn-ì' 

I 

p 

ed è quindi identicamente uguale a — ^. Onde le 

P 

ridotte — - tendono al limite X, e da ciò possiamo 
: concludere che: 
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a) Le frazioni continue che noi consi- 
deriamo (§ 83, 6), cioè a quozienti incompleti 
interi e positivi, sono sempre convergenti. 
Il loro valore X è dato dalla somma della 
serie convergente (4). 

Ricordando quanto si é osservato al § 76 sulle 

serie a termini alternativamente positivi e nega- 

p 

tivi, e notando che — • è la somma dei primi n 
termini della serie (4), si ha: 

b) Le ridotte d'indice pari vanno de- 
crescendo; quelle d'indice dispari vanno cre- 
scendo. Una ridotta d'indice pari è maggiore 
di qualunque ridotta d'indice dispari. 

Il valore X della trazione continua è com- 
preso fra due ridotte l' una d' indice pari, 
l'altra d'indice dispari, in particolare fra due 
ridotte consecutive. 

Il numero X è maggiore di ai ma minore di 

tti H , onde a^ è il massimo intero contenuto 

a. 

in X. 

87. Quozienti completi. — Le frazioni continue 

1 1 



a» -f- as + 



1 , ■ 1 

a%-\ — — a^-\' — ; — 

1 

«4+ 1 

«5 + 



^«"f" •••• 



r 
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sono convergenti per la stessa ragione della pro- 
posta; siano Xiy Xi^ Xz^..,. i loro valori rispettivi 
che di renio quozienti completi della frazione con- 
tinua proposta. 

Dalla definizione di questi valDri e dal § 46 a) 
e d) si deduce: 

1 ;^=ai4- ^ 



• %• • 



X=a,-[-—, "- • ■ 1 , 

Xx 0,2 -}- -rrr- 



e come a^ è il massinno intero contenuto in X^ 
cosi a^, «3,... sono rispettivamente i massimi in- 
ì teri contenuti in Xx^ Jf», ....; da ciò il nome di 
quozienti incompleti che si dà ad «i, Og, as, .... 

88. Sviluppo di un numero in frazione con- 
tinua. — Abbiasi un numero positivo a?, e sia 
a^ il massimo intero contenuto in esso. Si potrà 
porre successivamente: 

_ _!. — JL — _1_ 

•J?i a?a éPs 

essendo Og il massimo intero contenuto in a?i, «s il 
ì massimo intero contenuto in a?a, e cosi via. Questa 
I operazione proseguita indefinitamente ci dà la 

frazione continua 

1 



1 

«8 + 



dì ~T" •••• 



che soddisfa alle condizioni di avere i quozienti 
incompleti interi positivi, ed (eccettuato al più «0 
diversi da zero. Essa é dunque convergente ed 
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ha per valore un numero X. Ma dalle (5) risulta 

che X è maggiore di ai, minore di a, + — , mag- 
ai 

giore di 



1 
a, 4-^ — 



as 



ecc., a? è dunque compreso fra le ridotte d'ordine 
pari e quelle d'ordine dispari, e perciò (§ 33) non 
può differire da X. 

Onde segue che ogni numero positivo x 
si può rappresentare mediante una frazione 
continua. Se il numero x è razionale, esso 
si può porre sotto la forma di frazione a 

termini interi e primi fra loro -, e le ope- 

razioni da eseguirsi a (5) essendo quelle 
stesse che si fanno per la ricerca del massimo 
comun divisore fra p e 9, la frazione con- 
tinua sarà limitata. Reciprocamente, ogni 
frazione continua limitata ha per valore un 
numero razionale. Perciò ogni numero irra- 
zionale sviluppato in frazione continua dà 
luogo ad una frazione continua illimitata, e 
vice versa ogni frazione continua illimitata 
ha per valore un numero irrazionale. 



r 
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89. Approssimazione data dalle ridotte. — 

a) Abbiasi il numero X sviluppato in frazione 



continua e siano 



^a + l 



due ridotte consecu- 



tive. Essendo X compreso fra queste ridotte, si 
avrà 



fi 

Ori 

onde per la (3), 



-Z 



Qn 



On + 1 



Qa 



— .Y 



1 



1 



< - 



On <?a+ l g^n 



L'errore che si commette sostituendo una 
ridotta al valore della frazione continua è 
dunque inferiore al quadrato dell'inverso del 
denominatore della ridotta stessa. 

6) Quest'errore è rappresentato da 

(_l).ì+l (— l)n+2 



On On+ 1 Oti4- 1 0.1+ 2 

in valore assoluto esso è 

ìli 4 



+ 



On On+ 1 ( On +1 On+ 2 On-\- 2 0"+ 3 

e sotto questa forma, è ciiiaro che è 



+ 






X 



On 



A^- 



Pn+l 

On+1 
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e) Sia — una frazione irriducibile più pros- 

q 

Pn-4-l 

sinia ad X di -r e quindi, per quanto precede, 

Qn + l 

anche di -—-. Si avrà 



onde 



p Pn ^ 

q Qn 


Pn +1 Pn 


<?n +1 On 


\pQ„-qPn i ^ 1 



e trattandosi di numeri interi, dovrà essere 
Parimente si avrà 



q_ 
p 



Pn" 



On + l On 



Pn+1 Pn 



onde 



IgPn-pOn I 



< 



1 



p Pn+l' 

da cui /)>>Pn-f 1. Pertanto 

Una ridotta si avvicina al valore della fra- 
zione continua più di qualunque altra frazione 
ordinaria con termini minori. 

90. Applicazione. — La proprietà (2) delle ri- 
dotte permette di risolvere Tequazione indetermi- 
nata di Diofante (§ 20). Avendosi infatti Tequazione 



ax + by = e, 



r 
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in cui a, 6 sono numeri interi primi fra loro, si 

; sviluppi --■ in frazione continua. Lo sviluppo sarà 
6 

limitato (§ 88) e sia — la penultima ridotta, Tul- 
tlma essendo - ; si avrà 

(6) a (? — 6 /) z= ± 4 

Moltiplicando per ±c, viene 

a(±c^)H-ò(=f:cp)zrc, 
onde l'equazione é soddisfatta da 

dove si deve prendere il segno superiore e Tinfe- 
riore secondo che il secondo membro della rela- 
zione (2) ha il segno 4- o — . 
Es. Sia l'equazione 

266 a? — 115^ = 11. 

Lo sviluppo in frazione continua di — dà — 
^ 115 16 

per penultima ridotta; onde 

a?=:11.16 = 476, i/zz 11. 37 = 407. 



L 



1 



CAPITOLO XI. 



Le serie di jpo#eii;s;e. 



91. Variabili. Funzioni. 

a) Quando in una questione si può 
considerare a piacere uno qualunque dei 
numeri di una certa classe compresi entro 
determinati limiti, si dice che in quella que- 
stione figura una variabile indipendente, dicui 
quei numeri sono i valori. Quando ad ogni 
valore di una variabile indipendente corri- 
sponde con qualsivoglia legge un numero, 
questo 45;i dice variabile dipendente o fan- 
zione della prima (^). Se la legge è tale da 
far corrispondere ad ogni valore della v^- 



(1) Non senza ragione si può osservare che al secondo 
numero andrebbe attribuito il nome di variabile dip^n- 
ffente, mentre la parola f unzione dovrebbe riferirsi alla 
legge di dipendenza. L'uso dello stesso vocabolo/"'** 
zìone a designare promiscuamente i due concetti diversi 
non è talvolta senza inconvenienti. 
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riabile indipendente un sol valore della va- 
riabile dipendente, si ha la funzione ad un 
valore; la funzione è a più valori nel caso 
contrario. 

Quando ad ogni sistema di piti numeri, 
ognuno preso a piacere in una determinata 
classe ed entro certi limiti, corrisponde con 
qualsivoglia legge un numero, questo èi dice 
variabile dipendente o funzione dei primi, 
che si dicono le variabili indipendenti. 

Cosi, quando in una espressione analitica o 
complesso di operazioni aritmetiche, figurano una 
più lettere, a ciascuna delle quali si possa so- 
stituire un numero preso a j)iacere in una deter- 
minata classe ed entro certi limiti, il valore della . 
espressione sarà funzione di quelle lettere, che 
si diranno variabili indipendenti. 

b) Si è detto che le variabili indipendenti 
vanno, a seconda delle questioni, prese in deter- 
minate classi. Per es., variando n nelTespressione 

5„=il + 2-f-3-|-.... + n, 

n sarà variabile indipendente nella classe dei 
numeri interi, ed Sn sarà funzione di n. La varia- 
bile che può prendere qualunque valore reale entro 
certi limiti si dice variabile reale; quella che può 
prendere qualunque valore reale o complesso si 
dice variabile complessa od anche affatto libera, 
e) Ricordando la corrispondenza di cui al 
§ 36 fra i numeri reali ed i segmenti di una retta, 

PlNCHERLE. 10 
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si possono rappresentare i valori di una variabile 
reale compresi fra due numeri reali a e 6 me- 
diante i punti della retta compresi fra A e^ B, 
OA essendo il segmento misurato da a, OB quello 
misurato da 6. 

Anche i valori della funzione — supposti reali — 
si possono rappresentare con segmenti. In parti- 
colare, il segmento che rappresenta un valore 
della variabile si può assumere come ascissa^ 
quello che rappresenta il corrispondente valore 
della funzione come ordinata ed allora, col metodo 
della Geometria analitica cartesiana che suppo- 
niamo ben noto al lettore, la funzione viene rap- 
presentata per mezzo di un luogo geometrico 

Ricordando la corrispondenza enunciata al § 41 
fra i numeri complessi ed i vettori e di conse- 
guenza fra i numeri complessi ed i punti di un 
piano, si possono rappresentare i numeri com- 
plessi compresi fra certi limiti per mezzo dei punti 
del piano contenuti in una certa area. Ad esempio, 
tutti i numeri il cui modulo è minore di un nu- 
mero positivo p sono rappresentati dai punti in- 
terni ad un cerchio di centro o e di raggio misu- 
rato da p. Tutti i numeri a + i p pei quali a é 
compreso fra i due numeri reali a ed a' {a <a') 
e p fra i due numeri reali 6, U, (b<Zb') sono 
rappresentati dai punti interni ad un rettangolo 
avente i lati paralleli agli assi ed i vertici nei 
punti A, B, C, Dy rappresentativi rispettivamente 
dei numeri a + bi, a + b'i, a' + biy a' + ò'e. 

d) Per esprimere che il numero y è fun- 
zione della variabile indipendente x si usano le 
scritture ^ =/(«), yz=F(a;), ^ = cp(a?) ed analoghe. 
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Il valore della funzione corrispondente al valore 
\ speciale x^ della variabile si indica con /(a?^). 

Per esprimere che il numero e è funzione delle 
variabili indipendenti x, y, z, si usa scrivere 
^ =/(^» yi ^), v=:F(x, y, z), ecc. 

92. Continuità. 

a) Per i valori di una variabile reale 
si possono ripetere le definizioni del § 44 
sostituendo alle parole numeri della succes- 
sione quelle di valori della variabile. Per i 
valori di una variabile complessa si possono 
pure ripetere le definizioni del § 45, sosti- 

\ tuendo la parola variabile a quella di sttc- 
i cessione. 

b) Si dice che la funzione y z=:f{x) 
è continua per il valore x:=zx^ della varia- 
bile quando preso un numero positivo e pic- 
colo a piacere, si può trovare corrisponden- 
temente ad e un numero positivo p tale che 

; per ogni h minore di p in valore assoluto, sia 

'\f{x + h)-f{x) |<£. 

Questa definizione vale tanto per la variabile x 
reale che complessa; nel primo caso h si deve 
supporre reale (positivo o negativo), nel secondo 
caso h è affatto libero. 

e) Dalla definizione precedente segue che 
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per h ed h' minori di p in valore assoluto, si ha 

(§ 43, a) 

|/(a?+/i)-/(a? + /i')| <2e. 

d) Ne segue pure (§ 40, e): 

|/(a? + /i)|-|/(a?)| <:e. 

e) Sia /(a?) una funzione ad un valore di x. 
La successione di valori a?j, a?g, .... a?o, .... abbia il li- 
mite a?o, e pera?z=a?o la funzione sia continua. In tal 
caso, la successione/(a?,),/(^a),-.../(^n ),.... tende 
al limite f{x^), poiché preso e piccolo a piacere, 
si può trovare p tale che per ogni | /i | < p sia 

|/(a?o + h)--f(x) I <€, e perché essendo a?o il 
limite della successione a?n, si può trovare un n 
tale che da esso in avanti sia | ajo — a?n | <p. 

93. Teoremi sul limite superiore od inferiore 
dei valori di una funzione. — Si considerino i 
valori di una variabile complessa a?:zza + ?p pei 
quali a é compresa fra i numeri reali a ed a' 
(a <. a') e p fra i numeri reali ò e 6' (h <h'). 
Questi valori sono rappresentati dai punti interni 
al rettangolo ABCD (§ 91, e). 

Ad ogni valore di questa variabile corrisponda 
un numero reale y) la y sarà funzione reaZe della 
variabile complessa a?: scriverò yz=zf(x). Ciò 
posto, si possono enunciare le seguenti proposi- 
zioni: 

a) I valori y hanno un limite superiore 
ed un limite inferiore. 

Vale perciò la dimostrazione stessa del § 5, 
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considerando i segmenti che, sopra una retta, 
corrispondono ai valori di y (*). Sìa detto L il 
limite superiore. 

6) Nel rettangolo ABCD esiste al- 
meno un punto X tale che per tutti i valori 
\h\ <zp, il limite superiore dei valori di 
f[X+h) è lo stesso L, per piccolo che si 
faccia jo. 

Infatti, si divida il rettangolo ABCD in quattro 
rettangoli per mezzo delle parallele ai lati con- 



1 

A 


) E 
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B 



Fig. 8. 

dotte per i punti di mezzo dei lati stessi. Si tenga 
conto di quello fra questi rettangoli (o di uno di 



(1) L'uso del linpruafzgio e di considerazioni peometriclie 
in questa proposizione e nelle sepruenti, va considerato solo 
come un sussidio per agevolare l'intuizione ed abbreviore il 
linguaggio. Le dimostrazioni si possono dare usando di un 
UnguMggio esclusivamente aritmetico (cfr. § 44, c): e non 
è d'uopo invocare nlcun postulato estraneo alla scienza 
dei numeri, nella quale abbiamo il teorema del §43 come 
corrispondente del postulato di Dedekind. 
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quelli) in cui il limite superiore dei valori di /(a?) 
è lo stesso L; sia p. es. CEFG; si divida CEFG 
in quattro rettangoli in modo analogo, e si tenga 
conto di quello (o di uno di quelli) fra questi ret- 
tangoli in cui il limite superiore dei valori dìf(x) 
è lo stesso L, e cosi via. Si viene cosi a formare 
una successione di rettangoli nelle condizioni del 
lemma del § 12 (cfr. § 45): esiste dunque un 
punto X contenuto in tutti, il quale ha manifesta- 
mente la proprietà accennata. 

e) Se la y zzzj (x) è funzione continua, 
si ha/(X) = L, cioè il limite superiore è 
un massimo per la funzione. 

Non sia infatti f{X)=:L: sarà allora/(A')= Af,con 
M <^ L. Essendo /(a?) continua, preso £ positivo e 

< , SI potrà trovare un numero positivo 

P tale che per ogni |A| <p sia |/(Jf4-^) — 
/(A')|<6; onde in tutto il campo di valori 
X -\- h, con \ h\ < p, il valore della funzione 1 
non supera /(A') + 8, e perciò rimane inferiore 

ad L almeno di . Ciò contradice alla pro- 

2 

prietà data dal teorema precedente per il punto J; 

perciò deve essere f(X) = L, e quindi L è un 

massimo per i valori /(a?), e. d. d. 

Analogamente, se f(x) è funzione continua, il 
limite inferiore è un minimo. 

Per ò = 6' = 0, i teoremi precedenti danno, come 
casi 'particolari, altrettanti teoremi analoghi per 
funzioni reali di una variabile reale. 
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d) Se f{x) è una funzione reale della 

variabile reale x^ continua per i valori di x 

\ compreso fra a ed 6, a < 6, e se /(a) ed 

1 f (6) hanno segno contràrio, vi è almeno un 

I punto e fra a e 6 in cui /(e) imo. 

Considerando infatti la successione di valori 

! b — a b — a b — a 

\ a, a-\ , a + 2-~ ....a+(n— 1) ,6 

n n n 

I 

dove n èun intero qualunque, se per uno di questi 
valori è/(a?) = o, il teorema è dimostrato. Se no, 
vi saranno due valori consecutivi a' e b' nella 
successione tali che /(a') ed/ (6') abbiano segno 
contrario. Considero allora la successione 

6' — a' 6' — a' 

a', a'+ 7-, a'-\'2 — — , 

ò' — a' 
. ..a' + (n-l) — — , b' 

ed anche qui, se per uno dei valori della succes- 
sione non é /(a?) = o, ve ne saranno due conse- 
cutivi a'', 6" pei quali /(a") ed f{b") hanno segni 
contrari. Si ottengono cosi le due successioni 

a, a', a'\ e b, b', U\ 

soddisfacenti alle condizioni del teorema del § 43; 
esiste dunque un limite comune e, e per essere 
la funzione continua, /(a), /(a'), J(a"),.,. ed f(b), 

/(^'), fW)f avranno il limite comune f(c) 

(§ 92, e). Ma essendo le f(à),f(a'), di segno 
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contrario alle /(6), f(b') .. .., questo limite comune 
non può essere che lo zero (§6, e), onde /(e) = 0, 
e. d. d. 

e) Ne viene che^se/(a)=:M, f(b)=N, la 
funzione continua prenderà nell'intervallo a.... h 
ogni valore compreso fra M ed N. 

94. Serie di potenze. — a) Una serie della 
forma 



00 



2 an a?"" =z flo + ^1* + ^«^* -f- .. . + an a?*^ + ..,. 
nino 

è detta sene ordinata per le potenze intere e 
positioe della variabile x, o più brevemente serie 
de potenze od anche serie intera in x. 

Per tutti i valori di a? pei quali la serie é con- 
vergente la somma della serie é funzione ad un 
valore di x, 

b) Teorema. — Se una serie di po- 
tenze è convergente per un valore qualunque 
x^ dì Xj essa è convergente assolutamente 
per tutti i valori di x inferiori in modulo ad 
x^\ se una serie di potenze non è conver- 
gente assolutamente per il valore x^ di «r, 
essa non è convergente per alcun valore di 
X superiore in modulo ad x^. 

Infatti, se la serie ran^r^©'' è convergente, si sa j 
(§ 71, ò) che lim aa x^^ zzi o necessariamente, onde 
si può assegnare un valore positivo h tale che 
sia per tutti i valori di n: 

I «n xq"" I <: h. 
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Per I a? I < | a?© | si avrà dunque 

I a„ a?"* I < A 



X r 



M?0 



i ^ 

ma la serie i A 1 — 



è una serie geometrica di 

Xo 

ragione minore dell'unità, onde la serie i | ^na?*^ | 
è convergente (§ 73, 6) e perciò (§ 78, 6) la serie 
lanX^ è convergente assolutamente, e. d. d. 

Suppongasi invece che la serie Sana?*^ non sia 
convergente assolutamente: allora per la?| > | a?o | , 
la serie Sana?'^ non é convergente, altrimenti si 
cadrebbe in contradizione con quanto si è ora 
dimostrato. 

e) La stessa dimostrazione della prima parte 
del teorema precedente permette di darne l'enun- 
ciato apparentemente meno restrittivo: 

Quando esiste un valore x^ ed un numero 
positivo h tale che per ogni n sia 

(1) \a^^: \<:h 

la serie la^x"" è convergente assolutamente 
per ogni x inferiore in modulo ad x^, 

95. Cerchio di convergenza. — Dal teorema 
precedente risulta che se per un valore a?» di x 
é soddisfatta la condizione (1), ed i numeri com- 
plessi si rappresentano secondo il § 41 coi punti 
di un piano, la serie di potenze é convergente entro 
tutto il cerchio di centro o e di raggio | a?o | . 

Questo cerchio si dice cerchio di convergenza 
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(iella serie, volendo con ciò esprimere che la serie 
converge per tutti i valori di x rappresentati da 
punti interni al cerchio medesimo. Tutti i cerchi 
concentrici ed interni al cerchio di convergenza 
di una serie sono pure cerchi di convergenza. 

ò) I raggi r, , r», r», .... di vari cerchi di 
convergenza di una stessa serie di potenze hanno 
un limite superiore: il cerchio avente questo rag- 
gio si dice vero cerchio di convergenza. Per tutti 
i valori rappresentati da punii interni a questo la 
serie è convergente; per tutti quelli rappresentati 
da punti esterni essa non è convergente. 

e) La considerazione del cerchio di conver- 
genza permette di classificare le serie di potenze 
in tre categorie: 1) Quelle il cui cerchio di con- 
vergenza si estende a tutto il piano, come ad 



x"" 



esempio la serie l — ; infatti per la serie dei mo- 

nì 

duli corrispondente il rapporto fra un termine ed 

I ^ I 

il precedente è , che per /i = oo tende a zero 

n 
qualunque sia \ x \ , onde la serie dei moduli é 
convergente (§ 74) e quindi la serie proposta é 
convergente assolutamente per ogni x; 2" le serie 
il cui cerchio di convergenza si riduce a zero, 
cioè che non convergono per alcun valore di x 
diverso da zero, come la serie inìx^; 3" le serie 
che hanno un cerchio di convergenza di raggio 1 
finito e diverso da zero; tali sono 

, , ^ (yi + l)(yi-f2)(yi + 3) ^ 

1 a?"*, 2 — a?\ 

1. 2 3. 

che convergono per | a? j <1. 
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d) Il cerchio di convergenza di ^an x^ é 
I anche cerchio di convergenza di inan a?". 

Infatti, essendo l.nde^ convergente per | a? | < 1, 
(§ 79, e) ne viene che lim waj'^zzo per | a? | <: 1. 

Ora se Xo è tale che, essendo h un numero posi- 
tivo, sia 

I Oli a?/ I <:/i, 

ne viene per j a?i | < | a?o | , 



n I Un a?i^ I <C /i /i 



«zr, i'^ 



u\ 



ora n 



^1 i"" 

— ' tende a zero per quanto si è osser- 

vato, dunque la serie ina,,x^ è convergente per 

I a?, I <: I a?o I . 
96. Continuità delle serie di potenze. 

Pei valori di x interni al cerchio di con- 
vergenza, una serie di potenze è funzione 
continua della variabile x. 

Sia /(a?) IH s an a?% a? essendo rappresentato da 
un punto interno al cerchio di convergenza, di 
cui R sia il raggio Essendo e un numero positivo 
piccolo a piacere, si può trovare un numero p 
tale che per ogni \h\ < p < /? — | a? | sia 

\f{X-\-h)-f{x)\ <e. 

Infatti, essendo i an x"^, l an (a? -j- p)'' convergenti 
assolutamente, sarà tale la serie (§ 78, e). 

2:an([a?+p]'^-a?'^) 
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ed avrà per somma /(a? -4- p) -^f(3e) ; e si avrà 

|/(a? + /i)-A^)l:S.2l '«n I |(a?4-pr-a?M. 

Indicando ora con r il maggiore fra i moduli 
di a? e di a? + p, si ha per un noto sviluppo: 

I (0? + ?)'' — a?" I < ? nr«— 1, 

onde 

|/(a? + p)-/(a?)| <p2|an|/irn-i. 

La serie in | a» | r"— i è convergente (§95, rf), 
onde p si può prendere tale che | f{x + h) ^f{x) \ 
sia minore di e per | A | *= p. e. d. rf. 
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Funzione esponenziale* 
Funzimii cireolart. 



97. Serie esponenziale. — a) È detta serie 
esponenziale la serie di potenze 

2 01' t*/ e*/ 

nnon! ^ 2! 3! ^ 

Essa appartiene a quella categoria di serie di 
potenze (§ 95, e) il cui cerchio di convergenze si 
estende a tutto il piano rappresentativo dei nu- 
meri complessi x\ per ogni valore finito di x 
essa è convergente assolutamente, e rappresenta 
una funzione di x (funzione esponenziaìe) che si 
indicherà per ora con E{x) e che é continua (§ 96). 
b) Il resto di questa serie è, in valore asso- 
luto, 

: a?"4-i a?'» +2 a?" +3 i 

, I l_ L. 

; n-j-l! n-f2l n + 3! *" 

|rrln-f-i la?;"+2 >|n4-3 

+ --.-77+ r\r:-\~'- 



— n4-l! n-h2! az4-3! 
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avendosi fra parentesi una serie geometrica in 
cui si può supporre n abbastanza grande perché 
sia \ X \ <C.n-\-2, viene che il resto è minore di 

I X I n+l 

; — . Si ha cosi un limite superiore 

n-|-l!(n4-2 — |a?l) ^ 

deir errore commesso arrestando la serie ad un 

certo termine. 

e) Essendo la serie E{x) convergente, si 



^* 



ha lim — - — 0, onde, per grande che sia \x\ pur- 
nzzoo n I 

che fisso, preso M grande a piacere, si potrà 

trovare un n tale che 



— < — , ossia n I >> M I a? I °; 

disuguaglianza che esprime una proprietà note- 
vole del fattoriale. 

d) Facendo a? =i o, viene E{ó) =: 1. Facendo 
a?=i 1, viene 

1 1 1 

^ ^ 2! 3! 4! 

che si indica ordinariamente con e. 

98. Il numero e. — a) Questo numero é com- 
preso fra 2 e 3. Basta mostrare perciò che è 

1 1 1 



2! 3! 4! 

e ciò si vede notando che i termini della serie 
sono dal secondo in avanti, minori di quelli della 

.111 

sene - -f - -+--- + ...., la cui somma è 1. 

2 4 8 . 
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ò) Il numero e è irrazionale. Se infatti esso 
; fosse uguale alla frazione irriducibile -, si avrebbe 

n 

moltiplicando per q\ ed indicando con N un nu- 
mero intero: 

1 
i 

{q^i)\p-N-\-——-\- 



9 + 1 (7-M)(9 + 2) 
1 

"^ (g + i)(g+2) (7-1-3) "^ "" 

Ma la parte che segue N è minore di 

1 1.1 



21 31 4! 

e perciò < 1 ; si giunge dunque alla contradizione 
che la differenza di due numeri interi [q — i)\p 

I ed N sarebbe un numero positivo minore delTu- 

I nità. Dunque e non è razionale. 

e) Il numero e, con 10 decimali esatte, è 

' 2,7182818284.... 

99. Proprietà della funzione esponenziale. — 
a) Eseguendo il prodotto E{x) E{y) colla regola 
del § 79, applicabile poiché le serie sono assolu- 
tamente convergenti, viene: 



E{x)E{y)- 2 (^+ :i—-y 
n—o\ n\ 






00 / ^n a?n-^l 

(n - 1) I 

n\ ) 



(n— 2)! 2! 

, ponendo X ,„„, p.„„.e.i e ^ „„.a„.„ eh, 

/li 
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entro parentesi il coefficiente di a?" — 1< y^ é 
"' -^Q (§62), si ha 



{n — k)\ 



% (se + u)' 

n^o n I 



o infine 

(2) E(x)E(y) = E(x-\-y). 

6) Da questa proprietà fondamentale risul- 
tano varie conseguenze: intanto 

E(x) E(y) E{z) .... zz E(a? 4- ^ -h ^ + .-..), 
da cui, per p intero e positivo 

(3) |E(a?)|P = E{px), ed Eia-k-px) - E{a) \E(x)\^, 

onde: 

se la variabile prende una successione di 
valori in progressione aritmetica^ i valori ! 
corrispondenti della funzione esponenziale 
sono in progressione geometrica. | 

i 

Inoltre, facendo ^ = — a? e ricordando che | 
E(o)-=iì, viene 

(4) E{'-x)=z ^ ' 



E{x) 



e) Siccome dalla serie stessa risulta che 
per a? positivo e crescente da o ad qo anche E(x) 
è positiva e crescente da 1 ad oo, dalla (4) risulta 
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die per x negativo e crescente da — oo a 0, E{x) 
cresce da ad 1, rimanendo sempre positiva. 
Onde per al> b si ha sempre E (a) > E{b). 

100. Potenze di e. — a) Dalla (3) segue, per a? 
intero e positivo: 

E(x) = \E(ì)\'=:e\ 

b) Per X frazionario positivo, a? =: -, viene 

Q 

E(qx) = \E{x)\'^=E(p) = e^ 
onde 

j E (x) =:\/Jp, 

ì dove la serie stessa mostra che si tratta del va- 
! lore positivo del radicale; e ricordando la nota- 
; zione deir esponente frazionario introdotta in al- 
gebra elementare, si ha 

p 
E(x) = e'^ =e^ . 

e) Sia X irrazionale positivo; esso sarà il 
limite comune di due successioni di numeri ra- 
zionali (fln), (Òq); consideriamo ad esempio la a,,. 
Definiremo e* come il limite, se esiste^ della suc- 
cessione e«i, €«2, .... e'3, .... Ma si ha da ò), e): 

E (ai) = e^ìy E itti) =: e«2, .... E{an) — e-'^", ...., 

ed fli, a»,.... an,.... avendo il limite a? e la E{x) 
essendo continua (§ 97, a), la successione E{an) 

PlNCHEllLE. 1 1 
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avrà il limite E{x). (§ 92, e). Questo sarà dunque 
il limite della successione e*", e perciò 

e» = E{x), 

d) Sia infine x reale e negativo, a?=: — a?' 
Ricordando il significato dato all'esponente ne- 
gativo in algebra elementare si ha: 

^ ^ E(x') ex' 

e) Da quanto precede, risulta dimo- 
strata la formola 

(5) E (x) z= e^ 

per ogni x reale. Questa formula stessa si | 
assumerà come definizione della potenza di 
e ad esponente complesso: cioè la notazione 
e"" significherà, per x complesso, il valore 
E{x) fornito dalla serie esponenziale. 

/ 1 \^ 
101. Limite di I 1 + — 1 per m = oo. Essendo 

V m/ 

m intero e positivo, si ha 



1 m(m^i) 1 

=z 1 + m. — + — -. - ; H- 

m 1, 2 m^ 



m(m — 1) .... (m — n 4- 1) 1 

+ -^ . — + 

n ! m" 

(,_^)(,_A)....A !^)i^H..... . 

\ m / \ m / \ m / n\ I 



r 
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Si scorge che al crescere di m, ( 1 -h — ) va 



'O+i)""" 



crescendo perchè ne crescono i singoli termini 
ed il numero dei termini va aumentando; ma che 
rimane sempre inferiore ad 

/ 1 \"" 
Onde I 1 + — I ha un limite per m = oo , 

(§44,/) : sia questo L. Arrestando tanto ( i-\ j 

quanto e al n -f- V^*»^ termine, la somma dei se- 

j_ 

(ri + 1)7(^ + 1) 
indica'ndo con^e un numero positivo variabile con 
m, ma minor d'uno, si ha 



guenti è minore di ,^ , , . . . v (§ ^"^j b): onde 



-(-^) 



1 1 

= — . — + 

m 2! 

-4-.... 



\ m)\ m/ i 3! 

f \ m / \ m / \ m /) ni 



6 



(n-M)!(n-f-l) 



Se diamo in questa formola un valore fìsso ad n, 
facendo tendere m airinfinito, viene 






1 



(71 + 1)1 {n-\-i) 
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1 



essendo &i :^ 1; ma questa forinola vale per ogni 
n, per quanto grande, onde L=:e, cioè 



lini (1 + — ) =e. 
\=oo\ m / 



e'^ + e— -^ , ex — e— 
(9) eh 35=2 y shx^: 



X 



102. Funzioni iperboliche. — La serie e'' es- 
sendo convergente assolutamente, si può scrivere 

(6) e*i=:2 — - + 2 :. 

Le due serie qui scritte si Indicheranno rispet- 
tivamente con chx e shx\ esse sono convergenti 
assolutamente e rappresentano funzioni continue ; 
per ogni valore finito di a?, reale o com|)lesso. 
A queste funzioni si dà rispettivamente il nome 
di coseno e seno iperbolicL Nell'uguaglianza. 

(7) e'^:=zehx-\shx 
viene, cambiando a? in —a?, 

e—'^zizchX'^shx, 
delle quali risulta subito 

(8) ch^x-'Sh^x^ì, 



e combinando le due ultime relazioni colle ana- 
loghe relative al valore y della variabile, si ot- 
tiene facilmente 

(10) ch(x-}-y) = chxcht/-hshx sh y, 
sh (x -\- y) ziz sh X eh y -{- sh y eh x. 



r 
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103. Funzioni circolari. — a) Mutando nelle 
formole precedenti a? in r>, ricordando (§ 39, a) 
la periodicità delle potenze di i, e ponendo C{x)zz: 
eh ix, iS {x) ^izshix, viene 

o 2/i!' ' ^ o (2n + i)! 

Le serie C(a?), 5'(a?) sono pure convergenti as- 
solutamente per ogni valore finito di x, reale o 
complesso; di più, esse sono reali per valori reali 
della variabile. Le formole del § precedente danno 

(11) e^'i—C(x)-\-iS{x), 

eix ^_ e— ix Qìx — e— ix 

(12) C(x) z= , S(x) = — -: — 

2 2i 

(13) C2(a?) + S2(a?) = l, 

a 4^ i ^^^ + ^) =^ ^(^) ^^^) -S(x)S iy), 
^'^^ f 5(a?-f-Z/)=:5(a?)C(|^)-f5{i^)C(a?). 

6) Dico che per valori reali di x, le serie C{x)y 
S{x) danno rispettivamente il coseno ed il seno 
dell'arco di lunghezza x nella circonferenza di 
raggio 1. Basta dimostrare ciò per C (a?), in forza 
della relazione (13) e della osservazione che per 
X abbastanza piccolo, S{x) è positiva. 
A quest'effetto, si ricordi dapprima dalla trigo- 

tge 
nometria che lim — :=1. Inoltre, si ha pure 

6 

dalla trigonometria, per — nel primo quadrante 
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e per m intero positivo: 

62 
1 — COS < -, 

m 2m2 



onde: 



6 6 6« 

COS cos^ < 



, .... , 



m m " 2 m* 

62 

COS"» — 1 cos" — <I 



m m 2m2 

e sommando, 

8 6« 
1 — cos"" — < 



m 2m 
Passando al limite per m=:x, ne viene 

(15) lim cos"* — = 1. 

m=<» in 

Ciò posto, si riprenda la formola (§ 65, g) 
COS mO = cos^e — (J^^ cos'" -2 & sen^j -f- 
('^^ cosni -4 6sen*5— .... 

+ (*"*)" (2^) ^^^"' "* ^" ^ ^^^^^"^ "+" ■••• 
e si taccia m8=za?; onde: 

COS X 0? (a? — 6) tg23 



tn ^ 1. 2. 62 

COS™ — 

m 



^^^ ^(a?~6)....(a?-[2n~il6) tg2°6 , 

-f- (^-1) — h .... 

^ 2nl O^"^ 



1 
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e qui per brevità si porrà: 

a? (a? — 6) .... (ip — \%n — 1] 6) tg^'^a 



A2n== 



2/1 1 e»"^ 



Tenuto fermo a?, supporremo m crescente e 8 
di conseguenza decrescente: per 6 abbastanza pic- 

tg8 

colo, — si avvicina quanto si vuole all' unità. 
Prenderemo un intero 2n minore di m ma tale 

tg6 

che sia x — << 2n; ora essendo in valore assoluto 

6 

(a? — 2/1 0) (a? — [2n ■+- 1] 6) tg23 
^ (2n 4-1) (2/1 + 2) 62 ' 

questo rapporto sarà minore dell'unità e si man- 
terrà tale per ogni 6 minore ed ogni n maggiore. 
Talché sarà: 

i42n — A2n + 2 + i42a+ 4 — i42n+ 6 + .... < At^x 

e si può scrivere, essendo x un numero com- 
preso fra =t: 1 : 

cos a? x{x — 0) tg26 



m ^ 1.2 62 

cos"" — 



+ >^ 



a? (a? — 6) .... (a? — [2n — 1] 6) tg2°6 
2nl 62^' 



Il numero dei termini di questo sviluppò es- 
sendo fisso ed uguale ad /i + 1, si può passare al 
limite per /n =: oo ossia per 6 =: o ; tenendo presente 
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la (15) ed essendo ancora \ compresa fra«-c:l, 
viene 

x^ x^ x^"^ 

cos a? =: 1 h .... + x. — 

2! 4! *2/iI 

Ma si ha 

x^ x^ a?**^ 

G (a?) = 1 1 ... + (— l)*^ — -f- .... 

^ ^ 2 41 ^ 2n! 

dove il resto, a partire dalTn*'*'"» leroiine, è evi- 

dentemente minore di — per n sufficientemente 
grande. Ne viene 

cosa?— C(a?)=zX2~— \ 

2n\ I 

dove Xg è compreso fra -t 2. Ma cos x e C(x) hanno 
valori fìssi, il secondo membro invece per n suf- 
ficientemente grande si può rendere piccolo a 
piacere, onde dove essere cosx=: C(x), Da ciò: 

oo ^jn 

- (-1/ 



1 cos 3r r.: ^ 



2/1 ! 

(16) { 

r sena?zz ^ (— 1)° , 

1 n-n' ' (2n+l)!' 



nno 



e mediante queste formole le funzioni seno e co- 
seno, definite in trigonometria per soli valori reali 
della a», si estendono con tutte le loro proprietà 
contenute nelle (13) e (14) anche a valori com- 
plessi qualunque della variabile. 
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Efl (11) ci dà la importantissima formola di Euler: 
(17) e^^ = cos a? -h e sen a?. 

104. Periodicità. — Una funzione /(a?) si dice 
periodica^ col periodo w, quando /(a? + w)=/(a?), 
onde f (x) ~ f (x -\- hto) per ogni h intero, posi- 
tivo o negativo. 

Dalla (17) segue e^^^^zzì e per h intero po- 
sitivo o negativo, e2h t^ì — i. Onde ex4-2hjri zz: 
gx e2h7ri — e» , cioè: 

la funzione esponenziale è periodica, col pe- 
riodo immaginario 2 ti /. Le funzioni iperbo- 
liche sh X e eh X hanno lo stesso periodo; 
i le funzioni sen^ e cos^ hanno, come è 
noto per altra via, il periodo 2?:. 



[ 



i 



^ 



CAPITOLO XIII. 
Teoria dei Logaritmi. 

105. Equazione esponenziale. 

L'eguaglianza e'^znc, dove e è un numero 
dato ed ^ è incognito, si dice equazione 
esponenziale. Un numero x che vi soddisfi 
si dice logaritmo naturale di e e si indica 
con log e. 

Si ha dunque per definizione e log e zz e. 

Essendo e positivo, si cerchi se esiste un nu- 
mero reale x atto a soddisfare alTequazione espo- 
nenziale. Si osservi pertanto (§ <J9, e) che per x 
positivo e sufficientennente grande, si può rendere 
e'' maggiore di qualunque numero M; che per x 
negativo e sufficientemente grande in valore as- 
soluto, e^^ può divenire minore di qualunque nu- 
mero £ positivo piccolo ad arbitrio, che infine 
(§ 97) la funzione esponenziale è continua. Segue 
da ciò (§ 94, e) che la e^ assumerà ogni valore e 
compreso fra M ed £, cioè ogni valore positivo. 

L'equazione esponenziale e^=ic ammette 



j 



r 
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dunque una soluzione reale per e positivo, 
ed una soluzione sola, poiché per a^ b, 
si ha e" ^ e' (§ 99, e). 

In altre parole: 

Un numero positivo ammette un logaritmo 
naturale reale ed uno solo. 

I 1 

In particolare logl = o, loge = l, log — = — 1, 

e 

; log o = — 00 . 

j 106. Logaritmi complessi. — Dato ora un nu- 

1 mero e reale o complesso, si cerchi in gene- 

[ rale un numero x reale o complesso tale che 

I ex 33 e. A quest'effetto, si ponga : 

e = p (cos 6 4- r sen 6), ir- = a + i p, 

I ed essendo e*+ ^P =: e* e ^ = e "^ (cos p + i \en p) 
' (§ 103, [17]) viene: 

e^ (cos {J + i sen P) = p (cos 6 -|- ^' sen 6). 

Ma e^' è positivo, ed é quindi il modulo del primo 
membro: onde (§ 40, ó) essendo h un numero in- 
tero qualunque: 

e^z=p, p — 0-f-2Ax. 

Della prima di queste, che é l'equazione espo- 
nenziale risoluta nel § precedente, sappiamo che 
essa ammette una soluzione reale ed una sola che 
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indicheremo eoa logp; onde viene: 

log p (cos 8 + 1 sen 6) =z log p + « 6 + 2/i tt i. 

Onde ogni numero reale o complesso ha 
infiniti logaritmi naturali, i quali hanno tutti 
per parte reale il logaritmo reale del modulo 
del numero dato e per parte immaginaria 
uno qualunque dei valori dell'argomento, 
moltiplicato per i. 

I soli numeri reali e positivi hanno loga- 
ritmo reale. 

Come esempi: 

log (— 1) = -^r r -f- 2/l ir « ; log (— e) = 1 + (2/l + 1) r € 
107. Proprietà dei logaritmi. 

a) La somma dei logaritmi dei fattori \ 
di un prodotto è uno dei logaritmi del prò- \ 
dotto. 

Se infatti a? zz log e, x = log c\ ne viene e^ zz e, 
e'^'izzc'y onde moltiplicando, e^+'^'^cc', da cui 
x-\-x' =z\ogee\c. d, d. 

d) Da questa proposizione risultano facil- 
mente le altre: 

La differenza dei logaritmi dei termini di 
una divisione è logaritmo del quoziente. 

II prodotto del logaritmo di un dato nu- 
mero per un fattore razionale è logaritmo 



r 
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di quella potenza del dato numero che ha 
per esponente quel fattore razionale. 

Logaritmi dei termini di una progressione 
geometrica sono in. progressione aritmetica. 

108. Logaritmi di base qualunque. — Ab- 
biamo studiata la funzione esponenziale e*. Si può 
studiare la funzione esponenziale più generale a , 
essendo a un numero qualunque, dove si as- 
sume per definizione axzzexioga^ essendo Ioga 
uno dei logaritmi naturali di a, scelto ad arbitrio 
ma poi tenuto fisso. In particolare se a è reale 
e positivo, è opportuno di prendere per log a il 
logaritmo reale. Per x razionale, questa defini- 
zione ritorna alla ordinaria definizione di potenza 
intera o frazionaria. Dalla definizione stessa se- 
gue, qualunque siano a? ed y, che a^ ax —a^+y. 

Si chiama logaritmo di base a del numero 
Cy e si indica con Log^ e, un numero x che 
soddisfa all'equazione a^=:c. 

Questa equazione si risolve facilmente notando 
che a'^ zr e't log a — e, da cui allogar:: log e; 



log e 

X — Loga e = . 

log: a 



'o 



onde : 

I logaritmi di base qualunque a dei di- 
versi numeri si ottengono moltiplicando i 
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1 



logaritmi naturali di essi numeri per la 

1 

quantità costante i , che si di(;e modulo 

^ Ioga 

del sistema di logaritmi di base a. 

Da ciò risulta che le proposizioni del § 107 val- 
gono per i logaritmi di base qualunque. 
Per a zn 10 si hanno i logaritmi volgari. Il mo- 

1 

dulo corrispondente, cioè , é 0, 43429448 ... 

log 10 



FINE. 
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gine viii-288, con 10 tavole e 14 incisioni nel testo. 2 .V) 

Caloriferi. (Vedi Riscaldamento), 

Candele. (Vedi Corpi grassi e Fabb. di Candele), , 

Cantante (Manuale del), di L. Mastrigli, di pa- I 

gino xii-l:^2 •> 
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L. e. 

Cantiniere. Lavori di cantina mese per mese, dellTnge- 
gnore A. Strucchl di pag:. vin-172 con 31) inciaioni. 2 

- (Vedi Analisi del vino — Cognac — Enologia - 
Vino — Viticoltura). 

Caseificio, di L. Manetti. 2* ediz., completamente ri- 
fatta dal Prof. Sartori, di pag:. iv-212, con 34 incis. 2 
(Vedi Adulterazione degli alimenti — Latte, burro, 
cacio), 

CataflC« (Il nuovo) italiano, dell' Avv. E. Bruni, di 
pagr. xii-346, voi. doppio •> 

Cavallo (Manuale del), del Ten. Colonnello C. Vol- 
pini, di pag. iv-200 con illustrazioni e 8 tavole. . . 2 5(i 

- (Vedi Corse). 

Celerimensnra (Manuale pratico di), e tavole loga- 
ritmiche a quattro decimali dell' Ing. F, Borletti. 
(In lavoro). 

Celeriniensura (Manuale e tavole di), dell'Ing. Gr. Or- 
landi, di pag. 1200 con un quadro generale d'interpolaz. 18 t 

— (Vedi Compensazione degli errori — Disegno topo- 
grafico — (geometria pratica — Telemetria). 

Ceralaeehe. (Vedi Vernici). 

Cereali. (Vedi Frumento e Mais — Panificazione). 

Chimica, del Prof. H. E. Roscoe, traduz. del Prof. A. 
Pavesi, di pag. vi-124, con 38 incisioni, 4' edizione. 1 50 

Chimica affrarla, del Dott. A. Aducco 1 50 

Chimico (Manuale del) e deir industriale^ ad uso 
dei Chimici analitici e tecnici, degli industriali, ecc., 
del Dott, Prof L. Gabba, di pag. xii-351 5 

Cllmatoioipla, di L. De Marchi, p. x-201, con 6 carte. 1 50 

- (Vedi Meteorologia — Igroscopi — Sismologia). 
Cogfuac (Fabbricazione del) e dello spirito di vino 

e distillazione delle fècce e delle vinacce, di 
Dal Plaz-di Prato, di pag. x-168, con 37 incisioni. 2 - 
Colombi domestici e colombicoltura, del Prof P. 
BoNizzi, di pag. vi-210. con 29 incisioni 2 - 

- (Vedi Animati da cortile — Pollicoltura). 
Colombo C. (Vedi Cristoforo Colombo). 

Colori e Temici, di G. GrORixi, 3* ed., di pag. iv-184. 2 

- (Vedi Fotografia --^ Luce e colori — Vernici). 
Coltivaiione ed industrie delle piante tessili, 

propriamente detto e di quello che danno materia per 
legacci, lavori d'intreccio, sparteria, sjpazzole, scope, 
carta, ecc., coU'ao-^iunta di un Dizionario dello piante 
ed industrie tessili, di oltre 3000 voci, del Prof M. A. 
Savorgnan D'Osoppo, di pag. xii-476, con 72 incis. 5 - 

- (Vedi Filatura — Piante industri(dt). 
Compensazione denfll errori con speciale applica- 
zione al rilievi g^eodeticl, di F. Crotti. pag. iv-lOO» 'À - 
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Coniputisierla ai^raria, del Prof. L. Petbi, di pa- 

gine vi-212. ...•••.••••• f •••• -^ ' ^ ^ 

— (Vedi Contabilità — Ragioneria — Logismografia 

— Scrittnre d'acari). . ^k,. « 

Concia d«-lle pelli, di Cr. GoRlNi, 2' ediz., di p. 150. 2 — 
Coniierve alimentari, di G. GORINI, 2* ediz., di p. 164. 2 — 

— (Vecìi Adulterazione — ^^mewtezone. Latte, ìnirro 
e cacio — Panificazione), ... 

Contabilità eomanale, secondo le nuove disposizioni 
legislativo e regolaTuentari (Testo unico 10 febbraio 1889 
e R. Decreto 6 luglio 1890, del Prof. A. De Brun, 

di pa?. VIII-2U ^ • • •. ;v\ • •t:>- ^^ 

Contabilità ff onerale dello Stato, dell Avv. E. 

Bruni, pag. xii-422 (voi. doppio)^ • * -r * .* * * J. ^* ^ ~" 

— (V. Computisteria — Ragioneria — Logismografia). 
Corpi girassi e stearlneria, dell' Ing. E. Mabazzi. 

(In lavoro). * ,xr j- m- 

Correttore e compositore tlpog^raio. (Vedi Iipo- 

grafia). ^ . r>. ^ a 

Corse (Dizionario termini delle), del T. Col. C. Volpini. 1 — 

— (Vedi Cavallo). ^ ,. 
Costituzione di tatti grll ^tatl. (Vedi Ordinamento). 
CrlstallofSTafla g^eometrlca, fisica e chimica ap- 
plicata ai minerali, del Prof. F. Sansoni, di p. xvi-368, 

con 284 incisioni nel testo (voi. doppio) 3 — 

— (Vedi Hllneraloyia). 

Cristoforo Colombo, di V. Bellio, con 10 me, di 
pag. iv-136 1 50 

Cronoloipla. (Vedi Storia e Cronologia). 

Cubatura. Prontuario per la cubatura dei leg^fiami, di G. 
Belluomini, 2' ediz. aumentata e corrotta, di pag. 204. 2 50 

— (Vedi Falegname ed ebanista). 

Curve. Manuale pel tracciamento delle curve delle Fer- 
rovie e Strade carrettiere di G-. H. KrOhnke, traduz. 
dell' Inff. L. Loria, 2" ediz., di pag. 164, con 1 tav. 2 oO 

Dante, di Gr. A. ScARTAZZiNi, 2 voi., di pagf. viii-139 e 
iv-147 : I. Vita di Danto. — IL Opere di Dante . . 3 - 

Debito (II) pubblico Italiano e le regole e i modi per 
le operazioni sui titoli cbe lo rappresentano, di F. Az- 
zoNi, di pag. viii-376 (voi. doppio). . . . • • • : 3 - 

— (V. Imposte dirette — Interesse e sconto — Valon 
pubblici). 

Decorazione e Industrie artistiche, con una intro- 
duzione sulle industrie artist. nazionali, dell' Arch. A 
Melani, 2 voi., di complessive pag.xx-460, con 118 incis. 6 - 
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I Diicesto (II), di C. Ferrini, di pag. iv-131 1 50 

Dinmuica elementare, del Dott. C. Cattaneo, di 

pag. viii-146, con 25 ligure 1 50 

' — (vedi Termodinamica). 

I Dlpl^matlea, del Prof. L. Zdekauer. (In lavoro). 
DirUd e doveri del elttadlnl, secondo le Istituzioni 

dello Stato, per uso delle pubbliche scuole, del Prof. D. 

Maffioli, 8' ed., di pagf. xvi-205 ........ 1 50 

Dlrltlo aniiMinUtratliro giusta i programmi governa- 
tivi del Prof. G. boRES, di pag. xvi-420 (voi. doppio). 3 — 
Dlrltio elvlle Italiano, del Pro£ C. Albicini, di pa< 

rine viii-128 1 50 

Diritto eoninierelale. (Vedi Mandato). 

Diritto comunale e provinciale, di Mazzoccolo. 

(Vedi Legge comunale e provinciale). 
Diritto costituzionale, di F. P. OoNTUZZi, p. xil-320. 1 50 
Diritto ecclesiastico, del Dott. 0. Olmo, di pagine 

xii-472 (volume doppio) 3 — 

Diritto Internazionale privato, dell'Avv. Prof. F.P. 

CoNTUZZi, di pag. xvi-392 (volume doppio) .... 3 — 
Diritto internazionale pubblico, deirAvv. Prof. F.P. 

CoNTUZZi, di pag. xii-320 (volume doppio) 3 — 

Diritto penale, dell'Avv. A. Stoppato, di p. vjii-192. 1 50 
Diritto romano, del Prof. C. Ferrini, di pag. viii-132. 1 50 
Disegno. I principii del Disegno e gli stili dell'Oma- 

raento, del Prof. C. Boito, 8" ed. di p. iv-208,con 61 silo»-. 2 — 
Diseg-no topogpraflco,, del Capitano Q. Bertelli, di 

pag. vi-136, con 12 tavole e 10 incisioni 2 — 

Disinrezlone. (Vedi Infezione). 

Dizionario alpino italiano. Parte 1* : Vette e valichi 

italiani, delllng. E. Bignami-Sormani. — Parte 2': 

Valli lombarde e limitrofe alla Lomòardia, delllng. C. 

Scolari, di pag. xxii-310 3 50 

— (Vedi Alpi e JPrealpi bergamasche). 
Dizionario della lin|pna dei tiìalla (Oronionlca). 

(Vedi Grammatica). 
Dizionario bibliogrraflco, di C. Arlìa, di pag. 100. 1 50 
Dizionario fotojrraflco ad uso dei dilettanti e profes- 
sionisti, contenente oltre 1500 voci in 4 lingue, nonché 
500 sinonimi e 600 formule del Doti Luigi Gioppi, 
di pag. viii-600 con 95 incis. e 10 tavole fuori testo. 7 50 

— (Vedi Arti grafiche fotomeccaniche e Fotografia per 
dilettanti). 

Dizionario gr^ogrraflco universale, del Dott. G. Ga- 
BOLLO, 3' azione, di pag. vi-632 . 6 50 

Dizionario Italiano. (Vedi Vocabolario italiano). 

Dizionario Italiano e Volapiilc, di Q. Mattel (Vedi 
Volapuk). 
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Dofpane. (Vedi Trasporti). 

Dottrina popolare, in 4 lingue. (Italiana, Francese, 




EooQooiia 

pag-. vi-192 

Economia politica, del Prof. W. 8. Jevons, traduz. 
del Prof. L. Cossa, 2" ed., riveduta, di pag-. xiv-174. 1 5(1 

— (Vedi Scienza delle finanze). 

Elettri cista (Manuale dell'), di Gr. Colombo e R. Fer- 
rini, di pag. viii-204-44 con 40 incisioni 4 - 

— (Vedi Éluminazione — Telefono — Telegrafia). 
EiettricItÀ, del Prof. Fleeming Jenkin, traduz. del 

Prof. R. Ferrini, di pag. viii-180, con B2 incisioni. 1 50 

— (Vedi Magnetismo — unità assolute). 
Elettrolisi. (Vedi Galvanoplastica). 
Elettrotipia. (Vedi Galvanoplastica). 
Eiioiprafla. (Vedi Arti grafiche). 
Enciclopedia Hoepll (Piccola), in 2 volumi di oltre 

8303 pag. di 110 righe per ogni pagina. (In lavoro). 

Associazione all'opera completa (18 fase, a L. 1) . . 18— 
Enerufia fisica, di R. Ferrini, di p. vi-108, con 15 ine. 1 óO 
Enoloif la, precetti ad uso degli enologi italiani, del 

Prof. 0. Ottavi, 2" ediz., riveduta e ampliata da A. 

Strucchi, di pag. xii-194, con 21 incisioni .... 2 - 

- (Vedi Analisi del vino — Cantiniere — Vino ~ 
Viticoltura). 

Eifaazloni, del Prof. S. Pincherle. (In lavoro). 

Errori e prcg^indizi vol||^arÌ, confutati colla scorta 
della scienza e del raziocinio da Gr. Strafforello, 
di pag. iv-170 Iri) 

Esercizi speograficl e €|uesiti, di L. HUGUES, sai- 
l'Atlante di R. «iepert, 2" ediz., di pag. 76 . .1 - 

Esercizi, lettere e irocaliolario della ilngpaa te- 
desca a compimento della g-ramniatica tedesca, 
del Prof. G. Adler. (In lavoro). 

- (Vedi Grammatica tedesca — Letteratura), 
Estimo rurale, di F. Carega di Muricce, p. vi-16i 2 

- (Vedi Agronomia — Disegno topografico — Eco- 
nomia dei fabbricati rurali — Greometria pratica). 

Etica, del Prof. L. Friso. (In lavoro). 

Etuog^rafla, del Prof. B. Malfatti, 2* ediz., intera- 
mente rifusa, di pag. vi-200 1 51) 

Fabbricati rurali (Vedi Economia dei). 

Fabbro (Vedi Operaio). 

Falenfuame ed ebanista. Natura dei legnami, maniera 
di conservarli, prepararli, colorirli e verniciarli, loro 
cubatura, di G^. Belluomini, pag. x-188, con 42 ine 2 - 

— (Vedi Ctthafurn dei leonami). 
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Falsifleaziane deipli allmeiiti* (Vedi AdiUterazùme). 

Farmacista (Manuale del), del Dott. P. E. Alessandri, 
di pagr. xii-628, con 138 tav. e 80 incisioni oririnali. 6 ÓCI 

Ferrovie. (Vedi Trasporti^. 

Filatura. Manuale di filatura, tessitura e lavorazione 
meccanica delle fibre tessili, di E. Grothe, tmduzione 
sull'ultima ediz. tedesca, di p. viii-414, con lOó incis. 5 - 

- (Vedi Coltivazione — Piante itidustrialì). 
Filosofia morale, del Prof. \j. Friso, di pag. xyi-3S6 

(voi, doppio) 3 " 

- (Vedi lEtica). 

Filosofia. (Vedi Logica - Psicologia). 

Floanza (Vedi Scienza della)» 

Fiori. (Vedi Floricoltura — Piatite e fiori). 

Fiitlea, del Prof. Balfour Stewart, trad. del Prof. G. 

Cantoni, 4" ediz., di pag*. x-188, con 48 incisioni . . 1 5() 
Fisiolog^la, di Poster, traduz. del Prof. Gr. Albini, 

3' ediz., di paq-. xii-15S, con 18 incisioni 1 5< I 

Florleoltura (Manuale di), di C. M. Fratèlli Roda, di 
j pag. viii-186, con 01 incisioni '2 

- (Vedi Piante e fiori). 

i Fonditore In tutti 1 metalli (Manuale del), di Ct. Bel- 

I luomini, di pag:. 146, con 41 incisioni 2 

' - (Vedi Operaio), 

Fonoloflria icreea, del Prof. A. Cinquini. (In lavoro). 

Fi»noloiria Italiana, del Dott. L. Stoppato, p. viii-102. 1 5<) 

Fottolojria latina, di S. Consoli, di pag. 2D8 . . . 1 50 

Fotoapalvauotlnia. (Vedi Arti graficJie). 
1 Fotoif rafia del colori, del Dott. C. JBoNACiNL (In lav.). 
I Fotojprafla pel dilettanti. (Come il sole dipinge), di 
d. Muffone, di pag. x-20t, 2" ediz., con molto incis. '2 

- (Vedi Arti grafiche — Dizioìiario fotografico). 
Frumento e mais, di G. Cantoni, pag. vi-16S e 18 ine. 2 
— (V,Adulterazio'iie — AHinerUazione — Panificazione). 
Froitieoitura, del Prof. Dott. D. Tamaro, con 63 il- 
lustrazioni, di pag. VI 11-192 2 

' - (Vedi Pomologia artificiale). 

Fulmini e pararulmlnl, del Dott. Prof. E. Cane- 
strini, di pag. viii-168, con 6 incisioni 2 

Pnnjphl (I) ed I tartufi, loro natura, storia, coltura, con- 
servazione e cucinatura. Cenni di Folco Bruni . . 2 

Fuochi artificiali. (Vedi Pirotecnia). 

Foochista. (Vedi Macchinista). 

(■alvanopiastiea, ed altre applicazioni dell'elettrolisi, 
Galvanostegia, Elettrometallurgia, Affinatura dei me- 
talli, Preparazione dellalluminio, Sbianchimento della 
carta e delle stette, Risanamento delle acque, Concia 
elettrica delle pelli, ecc., del Prof. R. Ferrini, 2' ed., 
compl^tarnentc rifatta, di pag. xii-392 con 45 incisioni. 4 - 



10 Elenco completo dei Manuali Ho&plL 

L. e. 

Geodesia. (Vedi Compensazione degli errori — Cele- 
riniensiira — Geometria pratica — Telemetria). 

Oeourrafla, di G. Grove, trad. del Prof. E. Galletti, 
2* odiz., riveduta, di pa». xii-160, con 28 incisioni. . 1 50 

— (Vedi Atlante — Esercizi geografici — Prontìiario 
di geografia — Dizionario geografico). 

Geografia elassiea, di H. F. TozER, traduzione e 
note del Prof. I. Gentile, 5' ediz,, di pag:. iv-168. . 1 50 

Geografia fisica, di A. Geikie, trad. sulla 6' ed. in- 
glese di A. Stoppani, 3' ed., di p. iv-132, con 20 incis. 1 50 

Geologia, di Geikie, trad. sulla 3* ediz. inglese di A. 
Stoppani, 3* ediz., di pas:. vi-154, con 47 incisioni . 1 50 

Geonieiria analltlea dèlio spazio^ del Prof. F. 
Aschieri, di pag. vi-196, con 11 incisioni 1 50 

Geometria aiialltiea del plano, del Pr. F. AscHlERl, 
di pag. vi-191, con 12 incisioni 1 50 

Geometria descridlva, del Prof. F. AscHiERI, di 
pag. iv-210, con 85 incisioni 1 50 

Geometria metrica e trigonometria, del Prof. S. 
Pincherle, 3* ediz., di pag. vi-152, con 16 incisioni. 1 50 

Geometria piratica, delllng. Prof. G. Erede, 2* odiz., 
riveduta, di pag. x-181, con 124 incisioni 2 — 

— (Vedi Celertmensura — Disegno topografico — Geo- 
desia — Telemetria). 

Geometria projettlva, del Prof. F. AscHiERi, di pa- 
gine yi-W2, con 66 incisioni 1 50 

Geometria pura elementare, del Prof. S. Pin- 
cherle, 3' ediz., di pag. vi-l-k), con 112 incisioni . . 1 50 

Giardino (H) Infantile, del Prof. P. Conti, di pa- 
gine iv-214, con 27 tavole (voi. doppio) 3 — 

Ginnastica (Storia della), di F. Valletti, di p. viii-184. 1 50 

Calnn astica femminile, di F. Valletti, di pag. vi-112, 
con 67 illustrazioni 2 — 

Ginnastica maschile (Manuale di), per cura di L 
Gelli, di pag. viii-108, con 216 incisioni 2 — 

— (Vedi Scherma). . 
Gioielleria, oreficeria, oro, argento e platino, 

di E. BosELLi, di pag. 338, con rS incisioni ... 4 

— (Vedi Pietre preziose — Metalli preziosi). 
Giurisprudenza (Vedi Digesto — Diritto civile — 

Diritto romano — Diritto costituzionale — Di- 
Htto internazionale pubblico e privato — Diritto 
ecclesiastico — Diritto penale — Diritto ammini- 
strativo — Legge comunale - Mandato commerciale), 
<araHimatÌca araldica. (Vedi Araldica). 
Grammatica e dlslonarlo della lingua del Galla 
(oromonlca), del Prof. E. Viterbo. 

Voi. I. Galla-Italiano, di pag. viii-152 2 

Voi. n. Italiano-GaUa, di pag^. lxiv-106 2 
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L. e. 
(■raniniAtlca ipreea. (In lavoro). 
GraniniAliea della ilngfna greca nioderna, del 

Prof. II. LovERA, di pag:. vi-154 1 50 

Gramniallea iii|plese, del Prof. Pavia. (In lavoro). 

Grammatica italiana. (In lavoro). 

Grammatica latina, del Prof. Valmaggi, di p. x-250. 1 50 

— (Vedi Fonologia latina — Letteratura romana). 
Grammatica e vocabolario della llnffua rumena, 

dol Prof. II. Lo VER A, di pa^f. yiii-200 1 50 

Grammatica sanscrita. (Vedi Sanscrito). 
Grammatica spa|fnuola, del Prof. Pavia. (In lavoro). 
Grammatica tedesca, del Prof. L. Pavia, di pag. 1 50 

— (Vedi Esercizi — Letteratura tedesca). 
Grecia (La) antica, di G. ToNiAZZo. (V. Storia antica). 
Ififiene privata e medicina popolare ad uso dello fami- 
glie, di C. BocK, trad. di E. Parietti sulla 7" ediz. ted. 

con una introduzione di G. Sormani, di pag. xii-278. 2 50 
lg>lcue pubblica, del Prof. Sormani. (In lavoro). 

— (Vedi Assistenza agli infermi — Soccorsi d'urgenza). 
Munitine scolastica, di A. JIepossi, 2' ed., di pag. iv-240. 2 — 
lg>iene della vita pubblica e privata, del Dott. G. 

Faralli, di pag. xii-2.j0 2 50 

iKCiene veterinaria, del Dott. U. Barpi, di p. viil-228. 2 — 
Igroscopi, igrometri, umidità atmosferica, del 

Prof. P. Cantoni, di pag. xii-146, con 24 ine. e 7 tab. 1 50 
Illuminazione eletirica, dell' Ing. E. Piazzoli, di 

pag. xii-275, con 1(57 ine, 41 tabelle e 2 tav. litogmfate. 4 — 
Imbaisnmatore (Manuale dell'), preparatore tassider- 
mista, di R. Gestro, 2" ed. riv., di p. xii-148, con 3S ine. 2 — 

— (Vedi Naturalista viaggiatore). 

Impianti elettrici. (V. Elettricità — Illuminazione). 

imposte dirette (Riscossione delle), dell'Avv. E. Bruni, 
di pag. viii-158 1 50 

Inchiostri. (Vedi Temici). 

industria della seta, del Prof. L. Gabba, 2" ediz., 
di pag. IV-20S. . . ^ 2 — 

industrie. (Vedi Apicoltura — Arte mineraria — 
Bachi da seta — Caseificio — Concia delle pelli — 
Galvanojplastica — Gioielleria — Olio — Piccole 
industrie — Tabacco — Tintore, ecc.). 

industrie artistiche. (Vedi Decorazione). 

Industrie tessili. (V. Coltivazione — Filatura— Seta). 

Infezione, disinfezlone e flislnfettantl, del Dottor 
Prof. P. E. Alessandri, di pa^. viii-190, con 7 incis. 2 — 

luffcifnere civile. Manuale dell Ingegnere civile e in- 
dustriale, di G. Colombo, 12' ed. (28*, 29" e 30" mi- 
gliaio), di ^ag. 470, con 194 figure 5 50 

H medesimo tradotto in francese da P. Marcillac. 5 50 
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Inifeirnere navale. Pi-ontuario di A. Cignoni, con 
36 fig:., di pagf. xxxii-292. Log*, in tela L. 4 50, in pelle. 5 50 

— (Vedi Macchinista navale). 
Inseitl nocivi, di F. Franceschini, di pag. viii-281, 

con 93 incisioni 2 — 

Insetil utili, di F. Franceschini. di pag. xii-160, con 
48 incisioni ed 1 tavola 2 — 

Interesse e sconto, di E. Gagliardi, di pi^. vi-204. 2 — 
-'(Vedi Contabilità — Computisteria — Debito pub- 
blico — Raqionerin — Valori pubNici). 

Istituzioni dello Stato (Lo). (Vedi Diritti e doveri 
dei cittadini — Ordinamento degli Stati), 

Inatte, burro e cacio* Chimica analitica applicata al 
caseificio, del Prof. Sartori, di pag. x-162, con 24 incis. 2 — 

- (Vedi Adidterazioìie degli alimenti — Caseificio). 

Lefifatore di libri (Manuale del), di (x. Ottino. (In ìav.). 

I^egcjfe sulle caldaje. (Vedi Macchinista e Fuochista). 

I^egrire (La nuova) comunale e provinciale, anno- 
tata dall'Avv. E. M\zzoccoLo, 3" ediz., con l'aggiunta 
di due regolamenti e due indici, di pag. xxii-618 . . 4 50 

V,ef^m;\, (Vedi Diritto amministrativo-cimle-commer' 
cicUe, ecc.). 

Leg'nanii. (\ odi Cubatura dei legnami — Falegname). 

Lettteratnra «niericana, di Gr. Strafforello, i). 158. 1 T^o 

Letteratura danese. (Vedi Letteratura Norvegiaìia), 

Letteratura ebraica, di A. Revel, 2 voi., di pag. 364. 3 - 

Letteratura francese, del l^rof. F. Marcillac, trad. 
di A. Paganini. 2' ediz., di pag. viii-184 1 50 

Letteratura jfreca, del Prof. V. Inama, 9" ediz., mi- 
gliorata (dal 20" al 34" migliaio), di pag. viii-2M . . 1 ;V> 
-"^(Vedi Verbi Greci Anomali). 

Letteratura indiana, del Prof. A. De Gubernatis, 
di pag. viii-159 1 oU 

Letteratura iufflese, del Prof. E. SoLAZZl, 3* ediz., 
di pag. viii-194 1 50 

Letteratura islandese, di 8. Ambrosoli. (In lavoro). 

Letteratura italiana, di C. P'enini, 4" edizione, di 

pag. vi-204 •. • •. ^ '^^ 

Letteratura latina. (Vedi Fonologia latina — Gram- 
matica latina — Letteratura romana). 
Letteratura norFcgflana e danese, di CONSOLI. 

(In lavoro). 
Letteratura persiana, del Prof. I. Pizzi, di pag. X-20S. 1 51) 
Letteratura provenzale, A. Restori, di pag. x-220. 1 50 , 
Letteratura romana, del Prof. F. Ramorino, 3' ediz., 

riveduta e corretta (dall'S" al IS"" migliaio), di p. iv-320. 1 :i^ \ 
Letteratura spag^nnoia e portogbese, del Prof. L. 
Cappeli.etti, di pag. vi-20t) 1 5U i 
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L. e. 

Ltetteratura tedesca, del Prof. 0. Lange, traduz. 
di A. Paganini, 2" ediz., corretta, di pag. xii-168. . 1 'H) 

— (Vedi Esercizi — Grammatica tedescci). 

Ltetteratore slave, di D. CiÀMPOLi, 2 volumi : 

I. Bulgrari, Serbo-Croati, Yug;o-Russi, di pag:. iv-144 1 50 
n. Eussi, Polacchi, Boemi, dì pag:. iv-142 .... 1 50 

fletterà torà ang'herese, di ZiGÀNY Arpàd, di pa- 
gine xii-295 1 50 

IL. Insana araba. (Vedi Araòo volgare). 

L.ing>iia dei Galla (oromonlea). (Vedi Grammatica), 

Lingrua ipreea. (Vedi Grammatica — Letteratura). 

Llngroa ipreea moderna. (Vedi Grammatica). 

Liag-na lii|clese. (Vedi Grammatica). 

Eiiog-na latina. (V. Grammatica -Letteratura romana). 

M^ìngvA rumena. (Vedi Grammatica). 

I^fog'aa sauserita. (Vedi Sanscrito). 

W^ìnguA spaf^^nnola. (Vedi Grammatica). 

L.iag>na tedesca. (Vedi Esercizi — Grammatica — 
Letteratura), 

L.InX'ne diverse. (V. Letteratura delle singole lingue). 

Linirue deir Africa, di R. CusT, versione itanana 
dei Prof. A. De Gtubernatis, di pasf. iv-110. . . . 1 50 

Llngrue straniere (Studio delle), di Marcel, ossia 
l'Arte di pensare in una lingua straniera, traduz. del 
Prof. Damiani, di pag. xvi-136 1 50 

Livree. (Vedi Aràldica). 

Lograritmi (Tavole di), con 5 decimali, pubblicate per 
cura di 0. Mùller, 3* ediz., di pag. xx-142 .... 1 50 

Cogrica, di W. Stanley Jevons, traduz. del Prof. 0. 
Cantoni, 4» ediz., di pag. viii-154, e 15 incisioni . . 1 50 

■^•prismo|ri**fla9 dell' Ing. C. Chiesa, 3* ediz., di pa- 
gine xiv-172 1 50 

- (Vedi Computistena — Ragioneria). 

L.nee e colori, del Prof. Ot. Bellotti, di pag. x-156, 
con 24 incisioni e 1 tavola 1 50 

Macelline affricole^ del conte A. Cencelli-Perti, 
di pag. viii-216, con 68 incisioni 2 — 

Macchinista e fuociiista, del Prof. G. Gautero, 
6^ edizione, con aggiunte dell' Ing. L. Loria, di pa- 
gine xiv-180, con 24 incisioni e col testo della Legge 
sulle caldaie, ecc. (dal 10" al 12* migliaio) 2 - 

Macchinista navale, di Lignarolo. (In lavoi-o). 

Mag-netismo ed elettricità, del Dott. Gr. Poloni, 
di pag. XII.201, con 102 incisioni 2 50 

Mais. (V. Agricoltura — Frumento — Panificazione). 

Malattie crlttog^Anil^he delie piante erbacee 
coltivate, del Dottor R. Wolf, compilazione del 
Dott. W. ZoPF, traduzione con note ed aggiunte del 
Dott. P. Baccartni, di pae. x-268. con 50 incisioni. 2 - 
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L. e. 

Mandato «•mnierclale, del Prof. E. Vidari, di pa- 

gino vi-160 ,: • • • ;./^• • • ■*• ^ 

Mare (H), del Prof. V. Bellio, di pag. iv-140, con 
6 tavole litografate a colori . . 1 5U 

Marino (Manuale del) militare e mercantile, di 
De Amezaga, con 18 xilografie od un elenco del per- 
sonale dello Stato maggiore, di pag. yiii-234. . . . 5 — 

Materiali da costruzione (Vedi Resistenza dei — 
Travi metallici composti), , , . ^ . ., 

Matematica. (Vedi Analisi alaebrtca — Equazioni). 

Materie coloranti. (Vedi Colori e Vernice -— Ttn- 
fQ^^e _ Piante industriali — Vernici e Lacche). 

Meccanica, del Prof. R. Stawell Ball, traduz. del 
Prof. J. Benetti, 3' ediz., di pag. xii-196, con 89 me. 1 50 

Meccanismi (500), scelti fra i più importanti e recenti 
riferentisi alla dinamica, idraulica, idrostatica, pneu- 
matica, macchine a vaporo, molini, torchi, orologerie 
ed altre diverse macchine, da H. T. Bbown, traduz. 
italiana sulla 16" ediz. inglese, dall'Ing. F. Cebbuti, 
di pag. vi-176, con 500 incisioni nel testo 2 oU 

Medagflie. (Vedi Numismatica). 

Medicina. (Vedi Igiene — Farmacista -- Soccorsi 

d^ urgenza). . „. ^ . ■« -i. 

Metalli. (Vedi Peso cZei metalli— Operaio— Fondi- 

tùTP Tomi tore). 

Metalli preziosi (oro, argento, platino, estrazione, fu- 
sione, assa^gi,^ usi), di G. Gorini, 2' ediz., di pag. 196, 
con 9 incisioni 2 

— (Vedi Oreficeria e Gioielleria). ^ ^ ,, 
Meteorologia ir^nerale, del Dott. L. De jVIarchi, 

di pag. VI-I56, con 8 tavole colorate ....... 1 50 

— (Vedi Climatologia — Igroscopi — Sismoloota). 
Metrica del ffrecl e del romani, di JL. Mulleb, 

tradotta dal Dott. V. Lami, di pa^. xviii-130. . ... 1 50 

— (Vedi Letteratura greca — Ritmica — Verbi greci). 

Microscopio (II), ossia Guida elementare alle più fa- 
cili osservazioni di Microscopia, del Prof. Camillo 
Acqua, di pag. xii-226, con 81 incisioni 1 50 

— (Vedi Batteriologia). 
Miele. (Vedi Apicoltura). 

Militarla. (Vedi Storia arte militare). ^ ,. -^ 

Mineralogia generale, del Prof. L. BOMBICCI, 2* edi- 
zione, riveduta, di pag. xiv-190, con 183 incisioni e 

3 tavole cromolitografate , . . . 1 50 

Mineraiogrla descrittiva, del Prof. L. BoMBicci, 2" 
ediz. di nag:. iv-300, con 119 incisioni (voi. doppio). , 3 — 

— (Vedi Cristallografici). 
Miniere. (Vedi Arte mineraria). 
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L. e. 
Mtalatora. (Vedi Colori e vernici — Luce e colori — 

Decorazione e ornamentazione — Pittura). 
Mlt*log>ta comparata, di A. De Gubernatis, 2* cdiz., 

di pag. VIII-15U , . . 1 50 

miologfla arreca, di A. Foresti. Voi. I, Divinità, 

di pag. viii-264 1 50 

VoiriI, Eroi 1 50 

mtoloKfia romana, di A. Foresti. (In lavoro). 
Monete. (Vedi Numismatica — Tecnologia e Termi' 

nologia monetaria). 
Morale. (Vedi Filosofia morale). 
Musica. (Vedi Armonia — Cantante — Pianista — 

Storia della musica — Strumentazione), 
Matoralista vla|rg>Ìatore^ di A. IsSEL e R. GESTRO 

(Zoologia), di pag. viii-144, con 38 incisioni . , . . 2 — 

— (Vedi Imbalsamatore), 

nautica. (Vedi Ingegnere navale — Macchinista na^ 
vale, marino), 

Wotaro (Manuale del), aggiuntevi le Tasse di registro, di 
bollo ed ipotecarie, lo norme ed i moduli pel Debito 
pubblico, del Notaio Avv. A. Garetti, 2' edizione di 
pag. iv-196 2 50 

Muniismatica, del Dott. S. Ambrosoli, di pag. xvi-216, 
con 100 fotoincisioni nel testo e 4 tavole 1 50 

Olii veifctaii, antoiaii e Diinerail, loro applicazioni, 
di G. GoRiNi, di pag. viii-214, con 7 incis., 2' ediz., 
completamente rifatta dal Doti G. Fabris .... 2 — 

— (Vedi Saponi). 

Olivo ed olio. Coltivazione deW olivo, estrazione, pU' 
rificazione e conservazione dell'olio, del Prof. A. Aloi, 
3' ediz., di pag. xii-3:30, con 41 incisioni 3 — 

Omero, di W. Gladstone, traduz. di R. Palumbo e 
C. Fiorilli, di pa^:. xii-196 1 50 

Operalo (Manuale delD. Raccolta di cognizioni utili 
ed indispensabili a.^\ì operai tornitori, fabbri, calderai, 
fonditori di metalli, bronzisti, aggiustatori e mecca- 
nici, di G. Belluomini, 2' ediz., di pag. xiv-188 . . 2 — 

— (Vedi Falegname ed ebanista — Fonditore, 
Operazioni dog>anall. (Vedi Trasporti). 
Ordinamento deg^li (Stati Uberi d' Europa, del 

Dott. F. Racioppi, di pag. viii-310 (voi. doppio) . . 3 — 
Ordinamento deg>ll Stati liberi fuori d'Europa, 

del Dott. F. Racioppi, di pag. viii-376 (voi. doppio). 3 — 
Oreficeria e pflojelleria, oro, arguente e platino, di 

E. BosELLi, di pag. 336, con 125 incisioni 4 — 

— (Vedi Metalli preziosi — Pietre preziose). 
Oriente antico (L'), di I. Gentile. (Vedi Storia 

antica). 
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Ornamento. (Vedi Decorazioni — Disegno — Pit- 
tura — Scoltura). . . 
OrdcoUnra, del Prof. 13. Tamaro, con 60 incisioni. 4 - 

(V cài Agricoltura). 
OsIreieoUnra e piseteoltnra, del Dott. Davide Ca- 

BAZZi. (In lavoro). . ^^ 

PaleoeinolopriA* del Prof. I. Regazzoni, di pag. xi-252, 
con 10 incisioni • . • • . 1 ó<J 

Paleogrralla, di E. M. Thompson, traduz. dall inglese, 
con agfgfiunte e note di Gr, Fumagalli, di pag. viii-158, 
con 21 incisioni nel testo e 4 tavole in fototipia . . 2 — 

PanlOeazione razionale, di Pompilio, di pagr. iv-126. 2 - 

Parafulmini. (Vedi Fulmini). 

Pelli. (Vedi Concia delle pelli). 

Peso del metalli, ferri quadrati, reltau|[^olarl, 
cilindrici, a sc|nadra, a ti, a Y, a Z, a T e 
a doppio T, e delle lamiere e tubi di tatti 1 
meialll, di G. Belluomini, di pa^. xxiv-218 . . . :i :i) 
' (Vedi Fonditore - Ingegnere civile — Ingegnere 
navale — Operaio - - Resistenza). ^^^ c^ 

Pianista (Manuale del), di L. Mastbigli, di p. xvi-112. 2 — 

Piante e fiori sullo finestre, sulle terrazze e nei cor- 
tili. Coltura e descrizione delle principali specie e va- 
rietà, di A. Pucci, di pag. vin-i98 con 116 incisioni. 2 50 

— (Vedi Floricoltura). 

Piante indastrlali, coltivazione, l'accolto e prepai-a- 

zione, di Gr. Granisi, nuova edizione, di pagf.ii-lM. 2 - 
Piante tessili. (Vedi Coltivazione ea industrie delle 

piante tessili). _ « » ,^ ,. ^r.^ -» 

Piccole industrie, del Prof. A. Errerà, di p. xvi-186. 2 - 
Pietre preziose, classificazione, valore, arte del gio- 

jelliere, di a. Gorini, 2» ediz., di pag. 13S, con 12 inds. 2 - 

— (Vedi Oreficeria — Gioielleria). . 
Ptrotecntca moderna, di F. Dì JVIaio, con 111 inci- 
sioni, di pagf. viii-150. . .• • • '^ ^ 

Piscicoltura. (Vedi Ostreicoltura). 

Pittura. Pittui-a italiana antica e modenia, del Prof. A. 
Melani, 2 voi., di pag. xx-164 e xxvi.202, illustrati 
con 102 tav., di cui una cromolit. e 11 figure nel testo, b - 

— (Vedi Anatomia pittm-ica — Colon e vernici — De- 
corazione — Luce e colori). 

Pollicoltura, del March. G. Trevisani, con rO illu- 
strazioni, di pa^. xvi-176 . ... 2 50 

- (Vedi Animali da cortile — Colombi). 
Pomoiorta artificiale, secondo il sistema Garnier- 

Vallettiidel Prof. M. Del Lupo, di p. vi-182, con 44 ine. 2 - 

- (Vedi Frutticoltura). 

Prato (H), del Prof. Q-. Cantoni, di pag. 146, con 13 ine. 2 — 
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Prealpi bergramaselie (Guida-ìtìnerano alle), com- 
presi i passi alla Valtellina, con prefazione di Stop- 
pani, 2' ediz., di pagr. xx-124, con carta topografica o 
panomma dello Alpi Orobiche 3 

— (Vedi Alpi — Dizionario alpino). 

Proftawerla, deiring. E. Marazzi. (In lavoro). 

- (Vedi Saponeria), 

ProuCnarlo dt geagrafl» « «taiistlea, di G. Cta- 

ROLLO, pae. G2 1 

- (Vedi Atlaìite Universale - Atlante d^Italia, 
ProAlsCotoKia, di L. ISIaggi. 2* ed., p. vin-184 o 65 ine. 1 5^) 

- (Vedi Batteriologia), 

Pro«'erbl In quattro liu|pue« (V. Dottrina popolare). 
Psle«log>la, del Prof. C. Cantoni, di pag. iv-l58 . . 1 50 
Ragioneria, del Prof. V. Gitti, 2" ediz., dipagr. vi-132. 1 50 

- (V. ComputisteHa — Contabilità — Logismografia). 
Heclanil ferroviari. (Vedi Trasporti). 
Relin^lone e lina^ne deil^lndla Inufiese, di R. Cust, 

trad. dal Prof. A. De Gubebnatis, di pag. iv-124 . l 50 

- (Vedi Letteratura indiana). 

ReftifeitenÉa del materiali e stabilità delle costru- 
zioni, dell'Ine:. Gallizia, p. X-3S3, 236 ine. e 2 tav. 5 50 

- (Vedi Peso dei metalli — Travi metallici). 
Rettorlca, ad uso doUe Scuole, di F. Capello, p. vi-122. 1 50 

- (Vedi Arte del dire — Ritmica — Stilistica). 
Rlsealdanieiito e ventilazione dogali anililenti abi- 
tati, del Prof. R. Ferrini, 2 voi., di pag. x-332, 9Jl incis. 4 

Riscossione d^lmnoste. (Vedi Imposte dirette). 
Risorgrlmento Italiano (Storia del), del Prof. F. Ber- 
TOLiNi, di pag. vi-L'>i i 50 

- (Vedi Storia e cronologia — Storia italiana). 
Ristanratore del dl|pintl, del Conte Secco-Suaudo, 

2 voi. (In lavoro). 
Ritmica e metrica razionale Italiana, del Pro- 
fessore Rocco Murari, di pag. xvi-216. . . . . . 1 50 

- (Vedi Arte del dire — Rettorica — Stilistica). 
Sanscrito (Avviamento allo studio del), di F. G. Fumi, 

2' ediz., rifatta, di pas:. xii-254 (voi. doppio) . . . . 8 - 
Saponeria, dell'Ing:. E. jNIarazzi. (In lavoro). 
— (Vedi Profumeria). 
Scacchi (Jilanuale pel giuoco de^li), di A. Seghierx. 

di pag. xv-222, con 191 illustmzioni i 2 5(J 

Scherma Italiana (Manuale di), su i pi-incipii ideati da 

Fei-dinando Masiello, di I. Gelli. p. viii-191, con 66 tav. 2 50 
Scienza delie finanze, di T. Carnevali, pag. iv-140. 1 50 
Scoitnra. Scoi t lira italiana antica e moderna, statuaria 
e ornamentale dell' Archit. Prof. A. Melani, di pa- 
gine xviii-196, con 56 tav. e 26 fìg. intei-calate nel testo. 4 - 
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Seoltara la legano. (Vedi Decorazione e industrie 
artistiche — Falegname). 

SkrIlCare di* affari (Precetti ed esempi di), per uso 
delle Scuole tecniche, popolari e commerciali, del Pro- 
fessor D. ;NL\ffioli, di pagf. viii-203 1 50 

S^elvieallara, dell'agronomo A. Santilli, di p. vin-220, 
con 4() incisioni 2 — 

Seta. (Vedi Industria della seta — Bachi da seta — 
Tintura della seta). 

fihaksa«are, di DowDEN, trad. di Balzani. (In lav.). 1 50 

Slsnaloi^la, del Capitano L. Gatta, di pagr. yni-175, 
con 16 incisioni e 1 carta 1 50 

— (Vedi Climatologia — Meteorologia — Vtdcanismo). 
Solcarsi d^ ari^^enza, del Dott 0. Galliano, di pa- 
gine xvi-276. con 6 tavole litografate 3 — 

Socialismo. (In lavoro). 

SaeCtroseopio (Lo) « le sae applicazioni, di R. A. 
Proctor, ti-adiiz. con noto ed ag:giunte di F. Porro, 
di pag. vi-178, con 71 incisioni o una carta di spettri. 1 50 

Slatistlca, di F. ViRGiLii, di pag. viii-176 .... 1 50 

— (Vedi Prontuario di geografia e statistica). 
Steurlnerla. (Vedi Corpi grassi). 
Stcmnil. (Vedi Araldica). 

SAenoipraaa, di G. GiORGETTi e M. Tessaroli (se- 
condo il sistema Gabelsberger-Noo), di pag. 200. . . 2 — 

Siillsllca, ad uso delle Scuole, del ProL F. Capello, 
di pa^. xil-164 1 50 

— (Vedi Arte del dire — Rettorica — Ritmica. 
Storia antica (Elementi di). Voi. L L^Oriente Antico, 

prospetto storico, di I. Gentile, di pae. xii-2^ . . 1 50 

Voi. n. La Grecia, di G. Toniazzo, di pag. vi-216. 1 50 
Storia e cronolois'Ia medloevale e moderna, in 

ce tav. sinottiche, di V. Casagrandi, di pag. xviii-204. 1 50 
Storia dell'arte militare antica e moderna, di V. 

Rossetto, con 17 tavolo illustrativo, di pag. viii-501. 5 50 
Storia della g^lnnastlca. (Vedi Ginnastica). 
Storia italiana (Manuale di), di C. Cantù, di p. lv-160. 1 50 

— (Vedi Risorgimento — Storia e cronologia). 
Storia della musica, del Dott. A. UntersTEINER. 
Storia naturale. (Vedi Botanica — Cristallografia 

— Geografia fisica — Geologia — Insetti — Mine- 
ralogia — Naturalista — Protistologia — Zoologia). 
Strumentazione (Manuale di), di E. Prout, trad. ital. 
con note di V. Ricci, con 95 esempi, di pag. x-222. 2 50 

— (Vedi Armonia — Cantante — Pianista). 
Tabacco, del Prof. G. Cantoni, di pag. iv-176, con 6 ine 2 — 
Tariffe rerroviarie. (Vedi Trasporti). 

Tartufi e fung^hl, loro natura, storia, coltura, conserva- 
zione e cucinatura. Cenni di Folco Bruni, di p. vin-181 2 — 
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L. e. 
Tasse di re|fÌslro, bollo, eeo. (Vedi Notaro). 
Tavole lograrltmlohe. (Vedi Logaritmi). 
Tavole taelieonieirlelie. (Vedi Celerimensura), 
Teenolog^ia e ierniliiolog>Ìa monetarla, di G. Sac- 
chetti, di pag. xiv-192 2 — 

Telefono, di D. V. Piccoli, di pag. iv-120, con 38 ine. 2 — 
Telegrafla, di R. FERRINI, di pag. vi-318, con 95 ine 2 — 
Telemetria, di Gr. BERTELLI. (In lavoro). 

— (Vedi Disegno topografico), 

Termod In amica, di C. Cattaneo, di p. x-196, con 4 fig. 1 50 

— (Vedi Dinamica). 
Terremoti. (Vedi Sismologia). 
Tessitura. (Vedi Filatura). 

Testamenti (Manuale dei), per cura dei Dott. L. Se- 
RiNA, e S. Allocchio. (In lavoro). 

Tintore (Manuale del), di R. Lepetit, 3' ediz., di pa- 
^no x-279, con 14 incisioni (voi. doppio) 4 — 

Tintura della seta, studio chimico tecnico, di T. Pa- 
scal, di pag. xvi-t:i2 5 — 

Tipoffrafla. I. — Guida per chi stampa e fa stampare. 
— Compositori e Correttori, Revisori, Autori ed Edi- 
tori, di S. Landi^ di pag. 280 250 

Topois>rafla. (Vedi Disegno topografico — Telemetria). 

Tornitore, di Dinaro. (In lavoro). 

Trlg>onometrla« (Vedi Geoìnetria metrica). 

Trasporti, tariffe, reclami ferroviari ed opera» 
zlonl doipanall. Manuale pratico ad uso dei commer- 
cianti e privati, colle norme per l'interpretazione delle 
tariffe e disposizioni vigenti, per A. Q. Bianchi, con 
una carta delle reti ferroviarie italiane, di pag. xvi-152. 2 — 

Travi metallici composti (Momenti resistenti e Pesi 
dei), del Prof. E. Schenck. (In lavoro). 

— (Vedi desistenza dei materiali). 

finità assolute. Definizione, Dimensioni, Rappresen- 
tazione, Problemi, dell'Ingegnere G. Bertolini, di 
paff. x-124-44 2 50 

Valli Lombardi, di Scolaro. (Vedi Dizion. alpino). 

Valori pubblici (Manuale per l'apprezzamento dei) e 

Ser le operazioni di Borsa, del Dott. F. Piccinelli, 
i pag. XIV.288 2 50 

Ventilazione. (Vedi lìiscaldaniento). 

Verbi g^recl anomali (I), di P. Spagnotti, secondo le 

Grammatiche di Curtius e Inama, di pag. xxiv-107. 1 50 
Vernici, lacche, mastici. Inchiostri da stampa, 
ceralacche e prodotti afBnl (Fabbricazione delle), 
deiring. Ugo Fornari, di pag. viii-'^2 2 — 

— (Vedi Colori e Vernici). 

Veterinaria. (Vedi Bestiaine — Igiene veterinaria). 
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L. e. 

ITlBaeee (Fabbricazione delle). (Vedi Cognac). 
Vino (H), di Grazzi-Soncini, di pag. xvi-152 .... 2 
Vltieoltora. Precetti ad uso dei Viticoltori italiaoi, 
del Prof. 0. Ottavi, rived. ed ampliata da A. Struochi, 
3* ediz., di w. viii-184 e 22 incisioni 2 

- (Vedi Anaìist del vino — Cantiniere - Enologia). 
Vocabolario (Nuovo) della llnifaa ttallana^ di A. 

Straccali e L. Gentile. Un voi. di circa 1400 pa- 
gine. (In lavoro). 

Volapiik (Dizionario italiano-volai)ùk), preceduto dalle 
Nozioni compendiose di grammatica della ling:ua, del 
Prof. C. Mattei, secondo i principii dell'inventore liL 
ScHLEYER, ed a norma del Dizionario Volapiik ad uso 
dei francesi, del Prof. A. Kerckhoffs, di pae. xxx-198. 2 TjO 
(Dizionario volapiik-italiano), del Prof. V. Mattei, 

di pag. xx-204 2 50 

Manuale di conversazione e l'accolta di vocaboli e 
dialoghi italiani-volapiik, per cura di M. Rosa Tom- 
MASi e A. Zambelli, di pag. 152 2 50 

Valeanlsmo, del Capitano L. Gatta, di pag. viii-268, 
con 28 incisioni 1 50 

- (Vedi Sismologia -- Meteorologia — Igroscopi - 
Climatologia). 

iCIocotlpia. (Vedi Arti grafiche). 
Zoologia, dei Pi*off. E. H. Gigli oli e G. Cavanna, 
:i volumi: 

I. Invertebrati, di pag. 200, con 45 figure . . . 1 50 
II. Vertebrati. Parte I, Genemlità, Ittiopsidi (Pesci 

ed Anfibi), di pag. xvi-15f), con 33 incisioni. . 1 50 
III. Vertebrati. Parte II, Sauropsidi, Teriopsidi (Rot- 
tili, Uccelli e Mammiferi), di pag. xvi-200 con 

2Q incisioni 1 5i» 

- (Vedi BatteHologia — Inibalsaniatore Natttra- 
lista viaggiatore - Protistologia). 



Abbiamo compreso nell'elenco anche i volumi che sono di 
prossima pubblicazione. A questi seguiranno altri volumi per 
appagare sempre meglio i desiderii d'ogni studioso e per al- 
largare continuamente il vasto campo di studi, entro il quale 
si svolge la nostra collezione. Sopratutto ci proponiamo di 
non ammettervi se non opere veramente utili per mante- 
nere la fama ed il credito che il pubblico si compiacque ac- 
jiordare ai Manuali Hoepli. 
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Alberti F. Il bestiame e Tagri- 
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— Falegname ed ebanista . . 8 

— Manuale dell'Operaio ... 15 

— Fonditore , . . , 9 

Beoetti J. Meccanica 14 

Bertelli G. Disegno topografico 7 



Bertelli G. Telemetria . . pitg. 19 
Bertolini F. Storia del risorgi- 
mento italiano 17 

Bertolini G. Unità assolute . . 19 

Gettoni. Piscicoltura 16 

Blagi G. Bibliotecario (Manua- 
le del) 4 

Bianchi A. G. Trasporti, tariffe, 

reclami, oper. dogan. ... 19 
Bignami-Sormani. Diz. Alpino . 7 

Boci(. Igiene privata Il 

Boito C. Disegno (Princ. del). 7 
Bombicci L. Mineralogia ge- 
nerale 14 

— Miner. descrittiva 14 

Bonacina. Fotografia d. colori 9 
Bonizzi P. Anim. da cort. ... 2 

— Colombi domestici 5 

Borlotti F. Celerimensura ... 5 
Boselli E. Gioiell. e Oreflc. 10-15 

Brown. 500 Meccanismi 14 

Bruni F. Tartufi e funghi. . 9-19 
Bruni E. Imposte dirette. ... 11 

— Contabilità dello Stato . . 6 

— Catasto italiano 5 

Galliano C. Soccorsi d'urgenza 18 

— Assistenza infermi 4 

Canestrini E. Fulmini e para- 
fulmini 9 

Canestrini G. Apicoltura .... H 

— Antropologia 3 

Canestrini 6. e R. Batteriologia 4 
Cantoni C. Logica 13 

— Psicologia 17 

Cantoni C. Fisica. 9 

— Tabacco (IH 18 

— Prato (II) 16 

— Frumento e Mais 9 

Cantoni P. Igroscopi, Igrome- 
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Dinaro. Tornitore 19 
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— Geografia classica 10 



Indice alfabetico degli autori. 



23 



Gentile I. Atlante dell' Arte 
Greca e Romana .... 2*(i9' 3 

— Storia antica 18 

Gentile L. Vocabolario italiano 20 
Gestro R. Naturalista viag. . 15 

— Imbalsamatore 11 

GlglioU E. H. Zoologia 20 

Gioppi L. Dizionario fotograf. 7 
Giorgetti G. Stenografia .... 18 
Gitti V. Computisteria 6 

— Ragioneria 17 

Gladstone W. E. Omero .... 15 
Gorini G. Colori e vernici. . . 5 

— Concia di pelli 6 

— Conserve alimentari .... 6 
Gorini G. Metalli preziosi ... 14 

— Olii 15 

— Piante industriali 16 

— Pietre preziose 16 

Grazzi-Soncini. Vino (II) 20 

Grottie E. Filatura, tessitura. 9 

Grove G. Geografia 10 

Hoepli U. Enciclopedia univ. . 8 

Hooker I. D. Botanica 4 

Hugues L. Esercizi geografici 8 
Inama V. Letterat. greca. ... 12 
Issel A. Naturalista viaggiat. 15 

Jenkin F. Elettricità 8 

Jevons W. Stanley. Econ. polit. 8 

— Logica 13 

Kieper K. Atlante geogr. univ. 4 

— Esercizi geografici 9 

Kopp W. Antichità private dei 

Romani 3 

KrOhnke G. H. A. Curve (Trac- 
ciamento delle) 6 

Lami V. Metrica dei Greci e 

dei Romani 14 

Landi S. Tipografia 19 

Lange 0. Letteratura tedesca 13 

Lepetit R. Tintore 19 

Lignarolo. Macchinista navale 13 
Lockyer I. N. Astronomia ... 4 
Lombardini A. Anatomia pitt. 2 
Loria L. Curve (Trace, delle). 6 

— Macchinista e fuochista. . 13 
Loris. Diritto amministrativo 7 
Lovera R. Gramm. greca mod. 11 
— - Grammatica rumena. ... 11 
Maffioii 0. Istruz. dello Stato 12 

— Diritti e doveri 7 

— Scritture d'affari 18 

Maggi L. Protistologia 17 

Malfatti B. Etnografia 8 

Manetti L. Caseificio 5 

Marazzi E. Corpi grassi .... 6 



Marazzi E. Stearineria. . pag. 18 

— Saponeria 17 

— Profumeria 17 

Marcel. Lingue straniere ... 13 
Marcillac F. Letteratura frane. 12 
Marcillac P. Ingegnere civile. 11 
Mastrigli L. Cantante 4 

— Pianista 16 

Mattòi C. Volapuk (Dizion.) . . 20 
Mazzocoolo. Legge (La nuova) 

comunale e prov. annotata 12 
Meiani A. Scoltura italiana . . 17 

— Architettura italiana ... 3 

— Pittura italiana 16 

— Decoraz. e indus. artis. . . 6 
Moreschi N. Antichità private 

dei Romani 2 

Muffone G. Fotografia 9 

MUller L. Metrica dei Greci e 

dei Romani 14 

MQIIer 0. Logaritmi 13 

Murari R. Ritmica 17 

Menci T. Bachi da seta 4 

Niccoli V. Economia dei fab- 
bricati rurali 8 

Olmo C. Diritto ecclesiastico. 7 
Orìandi G. Celerimensura ... 5 

Ottavi 0. Enologia 8 

Ottavi 0. Viticoltura 20 

Ottino G. Bibliografia 4 

— Legatore di libri 12 

Pagani C. Assicuraz. sul vita. 4 
Paganini A. Letteratura frane. 12 

— Letteratura tedesca 13 

' Palumbo R. Omero 15 

Panizza. Aritmetica razionale 3 

— Aritmetica pratica . . , . . 3 
Pavia L. Grammatica tedesca 11 

— Grammatica spagnuola . . 11 

— Grammatica inglese .... 11 

Pascal. Tintura seta 19 

Pavesi A. Chimica 5 

Pedicino N. A. Botanica .... 4 
Petri L. Computisteria agraria 6 
Petzholdt. Bibliotee. (Man. del) 4 
Piazzoli E. Illumin. elettrica . 11 
Plccinelli F. Valori pubblici . . 19 

Piccoli D. V. Telefono 19 

Pincherìe S. Algebra elem. . . 2 

— Algebra complementare. I. 
Analisi algebrica 2 

— Equazioni 8 

— Geometria metrica e tri- 
gonometria 10 

— Geometria pura 10 

Pizzi I. Letteratura persiana. 12 



24 



Indice alfabetico degli autori. 



Pollini C. Armonia .... pag. 8 
Poloni G. Magnetismo ed elet. 13 

Pompilio. Panificazione 16 

Porro F. Spettroscopio 18 

Proctor R. A. Spettroscopio. . 18 
Proift E. Stiimentazione .... 18 

Pucci A. Piante e fiori 16 

Raciopjpi F. Ordinamento degli 
Stati liberi d^ Europa .... 15 

— degli Stati fuori d'Europa 15 
Ramorino F. Letterat. romana 12 
Regazzofli I. Paleoetnologia. . 16 
Repossi A. Igiene scolastica . 11 
Restori. Letteratura provenz. 12 
Revel A. Letteratura ebraica. 12 
Ricci V. Strumentazione. ... 18 
Rocco-Murari. Ritmica ital. . . 17 

Roda F.lli. Floricoltura 9 

Roscoe H. E. Chimica 5 

Rossetto V. Storia Arte milit. 18 
Sacclietti G. Tecnologia, termi- 
nologia monetaria 19 

Sansoni F. Cristallografia ... 6 

Santini. Selvicoltura 18 

Sartori G. Latte, cacio, burro. 12 

— Caseificio 5 

Savorgnan d'Osoppo A. Coltiv. 

e indust. delle piante tessili. 5 
Scartazzini G. A. Dante (Vita e 

opere di) 6 

Sclienclc. Travi metallici. ... 19 
Schiapareili G. V. Astronomia. 4 

Scolari. Valli lombarde 19 

Secco Suardi. Ristauratore del 

dipinti 17 

Segliieri. Scacchi 17 

Sergent E. Astronomia 4 

Serina L. Testamenti 19 

Sessa. Dottrina popolare ... 8 
Solazzi E. Lettor, inglese ... 12 
Sormani. Igiene pubblica ... 11 
Spagnotti P. Verbi greci .... 19 



Stoppani A. Geogr fisica pag. 10 

— Geologia 10 

— Prealpi bergamasche. ... 17 
Stoppato A. Diritto penale. . . 7 
Stoppato L. Fonologia ita- 
liana 9 

Straccali A. Vocabol. italiano 20 
Strafforello G. Alimentazione. 2 

— Errori e pregiudizi 8 

— Lett. amer. 12 

Strucclii A. Cantiniere ó 

— Enologia 8 

Tamaro D. Frutticoltura .... 9 

— Orticoltura 16 

Tessaroli M. Stenografia. ... 18 
Thompson E. M. Paleografìa . 16 
Tommasi M. A. Manuale di con- 
versazione italiano- volapùk 20 

Toniazzo G. La Grecia 18 

Tozer H. F. Geografia classica 10 
Trevisani G. Pollicoltura .... 16 
Tribolati F. Araldica (Gramm.) 3 
Untersteinor. Storia della mu- 

Valletti. Ginnastica fem. .... 10 

— Storia della ginnastica . . 10 
Valmaggi. Grammatica latina. 11 
Vidari £. Mandato commerc. . 14 

Virgilii F. Statistica 18 

Viterbo E. Grammatica e Di- 
zionario dei Galla (Oromo- 
nica) 10 

Volpini. Cavallo 5 

— Dizionario delle corse ... 6 
Wolf R. Malattie crittogamiche 13 
Zambelli A. Manuale di con- 

versaz. italiano -volapiik . . 20 

Zdekauer. Diplomatica T 

Zigàny-Arpàd. Letteratura un< 

gherese 13 

Zopf W. Malattie crittogam. . 13 
Zoppotti V. Arte mineraria . . 3 



Tutti i Man naif Hoepli sono elegantemente legati in 
tela, con fregi in nero od a colori, e si spediscono ai prezzi 
indicati, franchi di porto in Italia ed in tutti paesi dell' unione 
Postale, semprechè le domande accompagnate dal relatiro 
importo siano indirizzate a 

ULRICO HOEPU 
Milano. 



BIBLIOTHECA 

SCITORI 6RAEC0R1 ET ROUNOil 

HOEPLIANA 

Curantìbus V. INAMA e F. RAMORINO 



Nonos tanto le ojpposizioui che negli ultimi tempi si souo 
sollevate contro T insegnamento classico e la lettura degli 
autori greci e latini nella loro lin§:ua originale, pure è opinione 
persistente e tenace de^li intelligenti, che Tiugcgno italiano 
deva continuare a nutnrsi di (luesto vital cibo, se vuole poter 
spiegare tutta la sua molteplice energia, sia nel campo della 
scienza sia in quello dell'arte, in modo veramente proficuo e 
non disforme dalla tradizione, sua e dalle tendenze e doti 
ereditate dagli avi. 

Per questo, l'editore Ulrico Hoepli, come ha procurato colle 
sue pubblicazioni di secondare in ogni altro ramo della coltura 
le correnti e i bisogni dell' età nostra, così egli vagheggiava 
da tempo il disegno di provvedere anche per questa ^artc 
alle esigenze della coltura scolastica italiana. Ed ora, eccitato 
anche dal consiglio di persone autorevoli, ha saputo tradurre 
in atto quel suo divisamento, pubblicando una Bibliotheca dì 
scrittori greci e latini ad uso delle scuole secondarie classiche. 

Vi sono compresi quegli autori di cui si dà lettura nei 
nostri Ginnasi e Licei secondo i vigenti programmi; e le 
opere loro o sono pubblicata per intero, o dove, rarìoni scien- 
tifiche e didattiche lo consigliavano, ne son riprodotti scelti 
branL Oltre agli autori scolastici si comprendono nella stessa 
Bibliotheca anche alcuni altri autori di fondamentale impor- 
tanza per gli studiosi dell'antichità. 

Il testo degli autori è riprodotto senza corredo di annota- 
zioni, ma o^ni volume è arricchito di una opportuna intro- 
duzione e di indici atti a chiarire le principali e più gravi 
difficoltà che la lettura dell'opera originale presenta. 

Là direzione di questo lavoro è stata affidata ai chia- 
rissimi Professori V. In ama, dell' Accademia Scientifico- 
Letteraria di Milano, pei Classici greci, e F. Ramorino, del- 
l'Università di Pavia, pei Classici latini, i cui nomi ben noti 
al pubblico italiano studioso della classica antichità sono una 
guarentigia sicura della serietà dell'impresa. 

IiifinO) desideroso di rendere popolare piti che si possa la 
sua Bibliotheca, egli ha disposto le cose in modo da poter 
mettere in vendita i volumi di essa al più mite prezzo che 
finora siasi praticato per pubblicazioni di questo genere. 



SCRIPTORES GRAEGI: 

Lire 
Aristotele. La Cosiitunone degli Ateniesi. Testo greco, versione ital., 

Introd. e Note per cura di C Ferrini. Pag. xxxvi-140. . 2 00 

Demostene. Orazioni filippiche. Pag. 2:1.1-102 1 50 

Erodoto. Le gtorie. Voi. i. Pag. xxxi-408 3 00 

Erodoto. Le storie. Voi. ii. Pag. iv-420 3 00 

Lisia- Orazioni scelte, Pag. XXXyil-162 1 50 

Omero. L'Iliade, Edizione abbreviata per le scuole. Pag. xvi-351 2 50 

Omero. L'Odissea. Edizione abbreviata per le scuole. Pag. xv-283 2 50 
Platone. L'Apologia di Socrate e il Critone, coli' aggiunta degli 

ultimi capitoli del Fedone. Pag. xxvill-74 1 00 

Platone. // Protagora. Pag. xxiV-70 1 00 

Platone. L'Eutifrone. Pag. xi-27 50 

Senofonte. L'Anabasi» Pag. xXYn-266 2 25 

Senofonte. Memorabili di Socrate. Pag. xyi-162 1 50 

SCRIPTORES ROMANI: 

e. lulii Caesaris. Commentarii de bello gallico. Con una Carta della 
GalUa, un Indice geografico ed un'Appendice contenente 
la spiegazione di alcune espressioni del linguaggio mili- 
tare, illustrata da 5 incisioiri. Pag. xii-227 1 50 

C. lulii Caesaris. Commentarii de bello civili. Pag. X-141 .... 1 00 

Cataili, Tribuni, Propertii. Carmina elegiaca selecta. Con Introdu- 
zione e Note dichiarative. Pag. xn-51 50 

M. Tulli Ciceronis. Orator. Pag. xiv-68 75 

M. Tulli Ciceronis. Oraiiones selectae. Voi. I. De imperio On. Pompei 

oratio, in L. Caiilinam orationes IV. Pag. XIlI-65 ..... 75 

M. Tulli Ciceronis. Orationes selectae. Voi. II. Pro L. Murena, prò 

P. Sulla, prò A. Licinio Archia orationes. Pag. II-91 • . . . 75 

M. Tulli Ciceronis. Oraiionis selectae. Voi. Iii. ÌVy> T. Anm'o Milone, 

prò 0. Ligario, prò Rege Deioiuro oraiiones. Pag. XIV- 00 . . 75 

M. Tulli Ciceronis. Libri qì*i ad philosophiam spectani. Voi. i. Cato 

Maior de senectute, Laelius de amicitia. Pag. Ym-62 . . * . 75 

M. Tulli Ciceronis. Libri qui ad philosophiam spectant. Voi. ii. De 

Officiis. Libri tres. Pag. XlI-119 1 00 

Cornelii Nepotis. Yitae. Con tre Carte geografi che. Introduzione 
ed Indice dei nomi proprii. Pag. viii-128 1 50 

Q. Horatii Flaccl. Carmina selecta. Pag. xxiv-207 2 00 

T. Livi!. ^6 urbe condica libri I, II, XXI, XXII. Adiunctae »unt 
partes selectae ex libris III, lY, VI. Con tre Carte geografiche. 
Introduzione ed Indice dei nomi proprii. Pag. xy-335 . . 3 00 

P. Ovidii Nasonls. Carmina selecta. Con Introduzione ed Indice 
dei nomi proprii. Pag. xviii-224 2 25 

Phaedrl. Fabulae selectae. Con Introduzione. Pag. yiii-64 . . . 75 

M. Fabi Qulntiliani. Imtitutionis oratoriae Liber decimm. Pag. iy-45 50 

C. Sallusti Crispi. Bellum Catilinae, Bellum lugurthinum. Con Carte 
ed Indice geografico. Pag. x-137 . . 1 50 

Cornelii Taciti. Opera quae supersunt. Voi. l. Libros Ab exoessu divi 

Augusti contimens. Pag. iv-336 2 50 

Cornelii Taciti. Opera quae supersunt. Voi. il. Historias et opera 

minora continens. Pag. 11-360. 2 50 

P. Vergili Maronìs. Aeneis. Adieetis lode séleetU ex Bucolicis et Georgicis. 

Pag. xix-396 . 3 50 

Altri volumi sono in preparazione. 
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CASA EDITRICE HOEPLI 



Senza vanteria la CASA EDITRICE HOEPLI occupa 
un posto considerevole nel movimento editoriale del Regno. 
Non c'è ramo del sapere che essa trascuri di coltivare. La 
sua celebre collezione dei ilaDoall Hoepll dimostra questa 
verità, la quale è messa in evidenza anche dalle altre sue 
copiose pubblicazioni, scientifiche, letterarie, artistiche, ecc., 
formanti ciascuna una speciale biblioteca, come: 

la Biblioteca tecnica, 

la Biblioteca giuridica, 

la Biblioteca scientifico-letteraria, 

la Biblioteca di Belle Arti, 

la Biblioteca di viaggi, 

la GoUezioncina diamante, ecc. 

Le pubblicazioni della GASA EDITRICE HOEPLI sì 

trovano facilmente in tutte le città d' Italia e dell'Estero : 
— in alcune delle quali essa ha perfino due o tre depositi 
presso i maggfiori librai. Ogni libraio solvibile d'Italia e del- 
V Estero ò in relazione con essa. 

. La CASA EDITRICE HOEPLI riceve anche ordina- 
zioni direttamente dai signori privati, e le eseguisce colla 
massima puntualità franche di porto. 

^^ Leggere attentamente i Cataloghi periodici 
che la Casa Editrice HOEPLI pubblica e spedisce 
gratis a chi ne fa domanda con semplice cartolina. 



LIBRERIA ITALIANA ED ESTERA 

(Esportazione e Importazione) 



La LIBRERIA HOEPLI h una delle più fomite 
d'Italia. Non v'ò pubblicazione di qualsiasi g:enere la quale 
venga alla luce, da noi, e nei paesi forestieri, che essa non 
riceva subito e prontamente non inetta in commercio. La 
rete dei suoi rapporti ò così estesa che certamente nessuna 
altra libreria può vantare l'uguale. La LIBRERIA HOEPLI 
ha aperto comunicazioni dirette con qualunque Casa editrice 
sia d' Europa sia d' Aìnerica, e riceve, senza bisogno di in- 
termediari, qualunque opera che venga pubblicata. Inutile 
aggiungere che tiene sempre un vasto assortimento di ne- 
Tità, onde il servizio che la LIBRERIA HOEFLI può 
fare anche in questo ramo delle sue estesissime comunicazioni 
col pubblico, ò dei più completi e dei più pronti. La vastità 
«lei suoi rapporti la mettono in grado, altresì, di fare le 
piò gprandl facilltasionl d^aequlsto a quanti le si rivol- 
gono direttamente a Milano, per la compera dei volumi 
staccati di serie di volumi, o, eziandio, di biblioteche spe- 
ciali su qualsivoglia ramo del sapore. 

La Libreria Hoepli ha ordinato un servizio 
speciale di esportazione, il quale eseguisce 
con assoluta rapidità ed esattezza le ordina- 
zioni dei signori Clienti, e cura infinitamente 
questa parte del suo vasto movimento librario, 
si che non le manca mai nessuna opera, pub- 
blicata in Italia, la quale interessi o molto o 
poco i paesi forestieri. 

Ai proprii Clienti manda, per esame, le opero desideiute: 
e accetta abbonamenti a tutti i periodici scientifici e letterari 
stmnieri. 



LIBRERIA ANTIQUARIA HOBPLI 



Questa Libreria, la quale per quanto costituisca 
una parte notevole della Casa Editrice Hoepli, ha un 
organismo tutto suo proprio, in pochi anni ha acqui- 
stato tanta rinomanza per le preziosità bibliografiche 
che cerca di avere a qualunque prezzo — che in Italia 
e all'estero i suoi Cataloghi sono fra i primi, se 
non i primi, ad essere accuratamente esaminati. 

Nelle vendite di Biblioteche pubbliche e private, 
81 d' Italia che dell'estero, la Libreria Antiquaria Hoepli 
v'è sempre rappresentata, e può quindi accaparrarsi, 
nell'interesse dei suoi signori Clienti, quanto di più 
prezioso e raro si contiene in esse. 

La Libreria Antiquaria Hoepli, ricca oggi di più 
che 300,000 volumi, ha già pubblicato e distri- 
buito guatuitamente 115 cataloghi. Questi 
Cataloghi, divisi per materie, dove ogni libro è in- 
dicato in tutte le sue generalità bibliografiche e col 
suo prezzo, sono inviati gratis a chiunque ne 
faccia richiesta. 

$^ Stare al corrente dei Cataloglii 
della Libreria Antiquaria Hoepli, 
anclie per certi Libri d'occasione, 
di cui essa è quasi sempre dovi- 
ziosamente fornita. 

NB. La Libreria Antiquaria Hoepli compera biblioteche iutiere e 
opere rare e antiche e manoscritti a prezzo estremo d' affezione. 



UFFICIO PERIODICI HOEPLI 



La Casa Editrice Hoepli ha ordinato un apposito Ufficio 
pei periodici di sua proprietà. Quest'Ufficio, in parte autonomo, 
e pertanto unito e dipendente, in via amministrativa, dal 
direttore e proprietario della Casa: corara. Uìrino Hoepli. 

L'esito straordinario del periodico l^a Stagione, e cioè, 
il favore immenso che questo periodico di mode ha destato 
nel pubblico, per la eleganza e i)er la novità delle sue toUettes, 
e per la abbondanza di modelli di oggetti domestici che esso 
dà con appositi e chiari dettagli (parte di cui difettano, in ge- 
nerale, gli altri giornali di mode), ha obbligatola CasaHoepUa 
organizzare V Ufficio Periodici Hoepli, al quale sono pregate di 
rivolgersi tutte le signore che desiderano abbonarsi alla St*;* 
gione^ e, se abbonate, desiderano schiarimenti e informazioni. 

Colla Stagfloiie la Casa Hoepli fa abbonamenti e distri- 
buisce pure la Salsaii, che esce in francese a Pari^ il P e 
il 16 d 'op:ni mese ; come esce in italiano a Milano^ il 1° e il 
16 d'ogni mese, la Stag-lone. 

Così la Stagflone come la Salson contengono ogni anno: 

2000 incisioni, 36 figurini colorati, 12 appendici con 200 
modelli da tagliare, e 400 disegni di lavori femminili, ecc. — 
Tiratura 750,000 copie in U lingue. 

In fuifa Ilulia Anno Semestre Trimestre 

Grande edizione Li.16— L. 9— L. 5 — 

Piocola edizione »8— »4 50 »2 50 

A tutte le abbonate qualunque sia l'edizione preferita, è dato in 
dono, ogni mese, uno splendido Panorama in cromotipia con le mi- 
gliori toilettes. 

Gratis: Numeri di saggio della Stagplone o della SaUen. 

L'eccellente periodico l'Itallattlovane, destinato ai giova- 
netti e alle giovanotte dagli 8 ai 16 anni, ò già al VII anno 
di vita, e cresce forte fra mezzo l'interesse de' suoi giovani lettori. 

L'Italia Giovane è diretta da quell'esimia educatrice 
e scrittrice piena d'ingegno e di cuore che ò la signora Anna 
Vortua Gciftile, e si stampa ogni mese in un fascicolo di 61 
pagine con splendide e numerose incisioni e scritti di educa; 
zione, di letteratura, d'arte e di scienze, adatti ai giovinetti 
e alle giovinette, cui l'I tal la Giovai! e iDarticolarmen te si dirige. 

Alla fine d'ogni anno questo periodico forma un bel volume 
in-8**, il quale è un' antologia di scritti utili e piacevoli da 
conservare come qualunque altro valume. 

Abbonamento annuo L. 15. 

Abbonamenti riuniti. — Per le abbonate della Stagione 
o della Saison, il prezzo d'associazione annua all' Italia Giovane 
viene ridotto a sole L. 12. 

Numeri di saggio gratis. 



Piccola Enciclopedia Hoepli 

È compilata dai Professori: G. Bardelli, P. Borghi, C. Co- 
lombo. L. Cossa, C. Fenini, E. Ferrari, C. Ferrini, K. Ferrini, 
L. Grabba, C. Grolgi, A. Melani, A. Pavesi, 0. Polonini, 
Gr. V. Schiaparelli, F. Sordelli, A. Stoppani, E. Vidari,L. Vitali. 

Diretta dal Professore 

Dott. G. GAROLLO. 

Compieta in circa 18 fase, di 60 pag., formanti 2 voi. di oltre 3000 pag. 

L'ultimo fascicolo si pubblicherà nel 1893 
Prezzo di sottoscrizione L 18 anticipate 

La Piccola Enciclopedia Hoepli - ci premo dichia- 
rarlo subito - non è una compilazione fatta in fretta e in 
furia col materiale tolto qua e là, senza alcun criterio diret- 
tivo e scientifico, dalle precedenti Enciclopédie universali; 
essa è un'opera nuova di massima opportunità e importanza, 
e rappresenta il lavoro paziente di otto anni. E un lavoro 
in gran parte origfinale, al quale portarono il loro prezioso 
contributo chiari scienziati e valenti specialisti dello varie 
materie trattate. A coordinare e comijletare tutto il vasto 
materiale, a mantenere la necessaria unità di metodo mirarono 
[ più 8i)ecialmente la cura coscienzosa, assidua, e la rigorosa 
r precisione de! Direttore, prof. dott. Gr. Garollo, autore del 
I recente DIaEionarlo gceogpraflco universale (nella colle- 
I zione dei Manuali Hoepli), ch'ebbe una straordinaria e meri- 
I tata fortuna. 

I La Piccola Enciclopedia Hoepli raccoglie in 3003 
I paginette a due colonne, divise in due volumi tascabili, con 
' caratteri fusi appositamente, oltre 100,000 voci con 150,000 
; definizioni ; risponde a più di due milioni di domande riguar- 
', danti la letteratura universale e le sue più notevoli produ- 
zioni, la scienza in tutte le sue più svariate manifestazioni, 
le arti meccaniche, la geografia universale, la statistica, il 
commercio, la storia, la biografia storica e contemporanea, 
la bibliografixi, la pronunzia dei nomi stranieri e tante altre 
cose fra cui anche il significato (e l'origine) di quelle frasi e 
di quei motti non italiani, che con frequenza nelle nostre 
conversazioni, nei nostri giornali e nei nostri libri si citano 
e si ripetono: insomma un vero " multum in parvo. „ 

^^^ Chiedere due fogli di saggio gratis 
alla Ubreria Editrice HOEPLI, Milano. 
















SU* L'acquisto di un qualunque fascicolo dell' Em«I< 

peàìa, Hoepli impegnaa airassociazione per tuttsa VOj 

- Per ogni eventuale contestazione gli abbcmatì ddgk 

domicilio legale presso la Casa Hoepli, llliaiio. «^ 



